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Vorwort

Dieses Skript ist im Rahmen einer gleichnamigen Vorlesung entstanden, die ich im Som-
mersemester 2002 am Fachbereich Mathematik der J.W. Goethe—Universitdt Frankfurt
gehalten habe. Ich mochte mich an dieser Stelle bei allen Teilnehmerinnen und Teilneh-
mern dieser Vorlesung fiir ihre Anregungen bedanken, die zur Verbesserung dieses Textes
beigetragen haben.

Da sich die Vorlesung an Studentinnen und Studenten ab dem 4. Semester richtete, wurde
im Allgemeinen auf eine elementare Darstellung des Stoffes Wert gelegt. In einigen Passagen
dieses Skriptes wurden die Biicher [1, 2, 3] — auch ohne besonderen Hinweis im Text
— benutzt. Die elementare Darstellung des Stoffes sowie die recht knappe Zeit in einer
zweistiindigen Vorlesung haben dabei dazu gefiihrt, dass nicht alle Themen in der ihnen
gebiihrenden Tiefe betrachtet werden konnten. Dies gilt insbesondere fiir einige Beweise,
die leider nur skizziert werden konnten. Aus diesem Grunde ist das vorliegende Skript eher
als Themensammlung und Anregung zu verstehen, fiir ein Selbststudium des Stoffes aber
nur bedingt geeignet.

Eine elektronische Version dieses Skripts sowie Losungen einiger ausgewihlter Ubungsauf-
gaben sind unter www.math.uni-frankfurt.de/ "numerik/lehre/gruene/nlstab02/ im
WWW erhiltlich.

Frankfurt am Main, September 2002 LARrs GRUNE
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Kapitel 1

Kontrollsysteme

In diesem Kapitel wollen wir die grundlegenden Systeme definieren, mit denen wir uns
in dieser Vorlesung beschiftigen wollen. Wenngleich sich der erste Teil der Vorlesung sich
mit unkontrollierten gewohnlichen Differentialgleichungen beschiftigen wird, werden wir
gleich den Begriff des Kontrollystems einfithren, da die unkontrollierten Gleichungen als
Spezialfall der Kontrollsysteme aufgefasst werden kénnen.

Der Ausdruck , Kontrollsystem® hat sich im deutschen Sprachgebrauch hierfiir inzwischen
etabliert, wenngleich er eine eher schlechte, oder zumindest missverstindliche Uberset-
zung des englischen Ausdrucks ,control system“ darstellt. Eine korrektere Ubersetzung
wire ,gesteuertes System“ oder , Steuersystem®, da es hier um Kontrolle im Sinne von
Einflussnahme und nicht im Sinne von Uberwachung geht. Wir wollen hier aber bei der
gelaufigen Bezeichnung bleiben.

1.1 Definition

Definition 1.1 Ein Kontrollsystem im R?, d € N, ist gegeben durch die gewdhnliche

Differentialgleichung

Sa(t) = (o), ult), (1)

wobei f : R% x U — R? ein parameterabhingiges stetiges Vektorfeld ist.

Die Menge U C R™ heifit Kontrollwertebereich, und definiert die Werte, die u(t) fiir t € R
annehmen darf.

Mit dem Symbol U bezeichnen wir den Raum der zuldssigen Kontrollfunktionen, also
U:={u:R — U|u zuldssig}.

Was ,,zulédssig® im mathematischen Sinne bedeutet, werden wir im folgenden Abschnitt
genauer festlegen. O

Einige Beispiele fiir Kontrollsysteme werden wir im Laufe der Vorlesung kennen lernen.

1



2 KAPITEL 1. KONTROLLSYSTEME

d
Bemerkung 1.2 Statt ,,ax(t)“ werden wir oft kurz ,,&(¢)“ schreiben. O

Wir werden uns nun damit beschéftigen, welche Wahl des Kontrollfunktionsraumes I/ sinn-
voll ist. Zwei Kriterien spielen dabei eine Rolle: Zum einen wollen wir eine hinreichend grofe
Menge an Funktionen zulassen, zum anderen wollen wir eine Existenz— und Eindeutigkeits-
aussage fiir die Losungen von (1.1) erhalten.

1.2 Ein Existenz— und Eindeutigkeitssatz

Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen wissen wir, dass z.B. die Wahl
U =C(R,U) (also die Menge aller stetigen Funktionen mit Werten in U), zusammen mit
der Lipschitz—Stetigkeit von f in x einen Existenz— und Eindeutigkeitssatz erlaubt. Stetige
Kontrollfunktionen sind fiir viele Anwendungen allerdings eine zu einschréinkende Klasse,
da man bereits fiir sehr einfache Probleme nachweisen kann, dass die zur Stabilisierung
notigen Steuerstrategien unstetig in ¢ sind. Wir werden deshalb eine gréfiere Klasse von
Kontrollfunktionen zulassen. Wir erinnern an einige Definitionen.

Definition 1.3 Sei I = [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall.

(i) Eine Funktion g : I — R™ heiit stickweise konstant, falls eine Zerlegung von I in
endlich viele Teilintervalle I;, j = 1,...,n existiert, so dass g auf I; konstant ist fiir alle
j=1...,n

(ii) Eine Funktion g : I — R™ heifit (Lebesgue—) messbar, falls eine Folge von stiickweise
konstanten Funktionen g; : I — R™, i € N, existiert mit lim; o, gi(x) = g(z) fiir fast alle!
zel.

(iii) Eine Funktion g : R — R™ heifit (Lebesgue—) messbar, falls fir jedes abgeschlossene
Teilintervall I = [a,b] C R die Einschrankung g|; messbar im Sinne von (ii) ist.

(iv) Eine messbare Funktion g : R — R™ heiit lokal essentiell beschrdinkt, falls fiir jedes
kompakte Intervall I C R eine Konstante C' > 0 existiert, so dass |lu(t)| < C ist fur fast
allex € I. o

Der folgende Satz zeigt, dass die Wahl messbarer Kontrollfunktionen einen sinnvollen
Losungsbegriff fiir (1.1) liefert.

Satz 1.4 (Satz von Caratheodory) Betrachte ein Kontrollsystem mit folgenden Eigen-
schaften:

i) Der Raum der Kontrollfunktionen ist gegeben durch

U :={u:R — U|u ist messbar und lokal essentiell beschrénkt }.

ii) Das Vektorfeld f : R x U — R? ist stetig.

'd.h., fiir alle z aus einer Menge J C I mit der Eigenschaft, dass I\ J eine Lebesgue-Nullmenge ist
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iii) Fiir jedes R > 0 existiert eine Konstante Mg > 0, so dass die Abschitzung
1f(z, w)ll < MR
fiir alle z € R? und alle v € U mit ||z|| < R und ||ju|| < R erfiillt ist.

iv) Fiir jedes R > 0 existiert eine Konstante Lr > 0, so dass die Abschétzung

| f(z1,u) = f(z2,w)|| < Lrllz1 — 22

fiir alle 21, 2o € R? und alle v € U mit ||z1|| < R, ||z2]| < R und ||u|| < R erfiillt ist.

Dann gibt es fiir jeden Punkt zy € R? und jede Kontrollfunktion v € U ein maximales
Intervall der Form J = (Timin, Tmax) C R mit Tipax > 0 > Tinin (Tmax = 00 und 7yi, = —ocist
moglich), auf dem eine absolut stetige Funktion z(t) existiert, die die Integralgleichung

z(t) = xo +/0 flz(r),u(r)) dr (1.2)

fiir alle ¢ > J erfiillt. Diese Losung x(t) ist dariiberhinaus eindeutig auf J.

Definition 1.5 Wie bezeichnen die eindeutige Funktion z(¢) aus Satz 1.4 mit (¢, zo, u)
und nennen sie die Losung von (1.1) zum Anfangswert xo € R und zur Kontrollfunktion
uelU. m

Die folgende Beobachtung rechtfertigt diese Definition: Da (¢, zg, u) absolut stetig ist, ist
diese Funktion fiir fast alle ¢ > 0 nach ¢ differenzierbar. Insbesondere folgt also aus dem
Satz 1.4, dass ¢(t, zg, u) die Differentialgleichung (1.1) fiir fast alle ¢ > 0 erfiillt, d.h. es gilt

Sb(ta o, u) = f(gp(t, o, u)a u(t))

fur fast alle t > 0. Da man fiir beliebige messbare Kontrollfunktionen im Allgemeinen
nicht erwarten kann, dass eine tberall differenzierbare Losung von (1.1) existiert, liefert die
Integralgleichung (1.2) tatséchlich den richtigen und sinnvollen Losungsbegriff. In diesem
Sinne kann man (1.1) als abkiirzende Schreibweise fiir die Integralgleichung (1.2) auffassen.

Bemerkung 1.6 Im Weiteren nehmen wir stets an, dass die Voraussetzungen (i)—(iv) von
Satz 1.4 erfiillt sind, werden dies aber nur in wichtigen Sitzen explizit formulieren. m

Zum Beweis von Satz 1.4 (und auch fiir einige weitere Uberlegungen) ist das folgende
Lemma niitzlich.

Lemma 1.7 Fiir eine Kontrollfunktion v € ¢ und ¢; € R bezeichnen wir mit u(t; + -) die
um ¢; verschobene Kontrollfunktion, d.h., fir v = u(t; + -) gilt v(¢) = u(t; + t). Dann gilt
fiir ¢1, to > O:
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(i) Ist 23 : [0,t1] — RY eine Losung von (1.2) zur Kontrollfunktion u und s : [0, ta] — R?
eine Losung zur Kontrollfunktion u(t; + -) mit x2(0) = z1(¢), so ist die Funktion z :
[0,1 + t2] — R? gegeben durch

2(t) = { z1(t), t e [0,t]

xg(t — tl), te [t1, t1 + tg]
eine Losung von (1.2).

(ii) Ist @7 : [0,%; + t2] — R? eine Losung von (1.2) zur Kontrollfunktion wu, so ist die
Funktion x5 : [0, t2] — R? gegeben durch

zo(t) =21 (t +11)

eine Losung von (1.2) mit 22(0) = x1(¢1) zur Kontrollfunktion w(t; + -).

Beweis: Nachrechnen (Ubungsaufgabe).

Beweis von Satz 1.4: Wir beweisen den Satz fiir Intervalle der Form J = [0, Tyax). Die
Existenz und Eindeutigkeit fiir t < 0 folgt mit exakt den gleichen Argumenten, wenn man
z(t) und f(z(t),u(t)) durch z(—t) bzw. —f(x(—t),u(—t)) ersetzt und die entstehenden
Losungen analog zu Lemma 1.7 zusammenfiigt.

Wihle ein zg € R? und ein u € Y. Zunichst zeigen wir, dass ein § > 0 existiert, so dass auf
dem Intervall [0, 0] eine eindeutige Losung z(t) existiert. Dazu wéhlen wir R > 0 so gro8,
dass ||u(t)|| < R fiir fast alle t € [0, 1] und ||zo|| < R/2. Nun wéhlen wir § € (0, 1] so, dass
0Lr =: A < 1und §Mp < R/2 fiir die Konstanten aus (iii) und (iv) gilt.

Fiir eine stetige Funktion ¢ : [0,6] — R? definieren wir ||¢||oo := supyeo,] 1€l Sei

C([0,48], R) der Raum der stetigen Funktionen ¢ : [0,6] — R? mit ||¢]|oo < R. Wir zeigen,
dass der Operator S gegeben durch

S(E)(t) == w0 + /0 F(€(s), uls

die Menge C(]0, 4], R) in sich selbst abbildet. Sicherlich ist S(&) stetig, falls £ stetig ist. Es
bleibt zu zeigen, dass ||S(€)||co < R fiir £ € C(]0,6], R). Aus Annahme (iv) und der Wahl

von R folgt, dass || f(£(¢), u(t))|| < Mg ist fiir fast alle ¢ € [0, 0]. Daraus folgt fiir ¢ € [0, ¢]
die Abschitzung

xo—i-/f ))ds

also ||S(¢)|leo < R.

Wiederum aus der Wahl von R folgt, dass fiir je zwei Funktionen &, & € C([0, d], R) die
Abschétzung

R R
5+5_R’

< Jlaoll + / | Mlldt < |Jzo] + 6Mp <

[f(&(), u()) = f(&a(®), w(@)]l < Lrll€1(t) = &)

fiir fast alle ¢ € [0, 0] gilt. Also folgt
t t
/ F(€x(s), u(s))ds — / F(€x(s), us))ds
0 0

15(&)(t) - SE)®)]
/0 Llléx(s) — Ea(s)]|ds

< OLR[[& — &l = Allé1 — &2lleo

IN
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und damit

15(&1) = S(&2)lloo < All&1 — &2/ 0o

Da A < 1 ist, ist S also eine Kontraktion auf C([0,d], R), und da der Raum C([0,d], R)
mit der Norm || - || ein Banach-Raum ist, folgt aus dem Banach’schen Fixpunktsatz
die Existenz eines eindeutigen Fixpunktes z € C([0,4], R) mit S(x) = =z, der gerade die
gesuchte eindeutige Losung von (1.2) auf [0, ] ist.

Wir zeigen nun, dass sich diese Losung auf einem maximalen Intervall eindeutig fortsetzen
lasst. Sei dazu

Tmax := sup{t > 0| es existiert eine Lsung von (1.2) auf [0, ¢]}.

Offenbar ist J = [0, Tmax) per Definition das gesuchte Intervall (dieses muss rechts offen
sein, da wir die Losung ansonsten mittels Lemma 1.7 und dem ersten Teil des Beweises auf
einem Intervall der Form [Tyax, Tmax + 0] fortsetzen kénnten).

Es bleibt, die Eindeutigkeit der Losung auf J zu zeigen. Seien dazu x; und zo zwei unter-
schiedliche Losungen mit x1(0) = 22(0) = xo, d.h., es gibt ein ¢ € J mit x;1(t) # x2(t). Wir
definieren

t = inf{t € J | 21(t) # z2(t)}.

Dann gilt z1(t*) = z2(¢t*) =: z*. Nach Lemma 1.7 sind die Funktionen z;(t* + -) und
x2(t* + -) Losungen von (1.2) mit xy = z* und Kontrollfunktion u(¢* 4 -). Aus dem ersten
Teil des Beweises folgt, dass ein §* > 0 existiert, so dass diese Integralgleichung eine
eindeutige Losung auf [0, %] hat. Also miissen z; und zy auf [t*,t* + 0] iibereinstimmen,
was der Definition von t* widerspricht. a
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Kapitel 2

Stabilitat gewohnlicher
Differentialgleichungen

Wir betrachten in diesem und dem folgenden Kapitel gewohnliche Differentialgleichungen
der Form

&(t) = f(x(t)), (2.1)

d.h. Systeme ohne Kontrolle. Wir nehmen durchgehend an, dass f die Bedingungen von
Satz 1.4 erfiillt.

Die klassischen Definitionen von (asymptotischer) Stabilitéit verwenden iiblicherweise recht
unhandliche e-§ und T Relationen. Wer mit der Stabilitéit linearer autonomer Differen-
tialgleichungen der Form () = Az(t) vertraut ist!, weif, dass asymptotische Stabilitit
dquivalent zu exponentieller Stabilitét ist, d.h., es gibt Konstanten C, ¢ > 0, so dass fiir
alle z € R% und alle t > 0 die Ungleichung

le(t, )l < Ce™ ||| (2.2)

fir die Losungen ¢ der Differentialgleichung gilt. Wir werden spéter an Beispielen se-
hen, dass dies fiir allgemeine nichtlineare Gleichungen des Typs (2.1) nicht gilt. Da die
Charakterisierung von Stabilitét iiber Ungleichungen des Typs (2.2) aber zum einen sehr
anschaulich und zum anderen fiir viele Beweise und Rechnungen praktisch ist, werden wir
hier eine dhnliche Technik fiir allgemeine nichtlineare Systeme verwenden. Dazu ben6tigen
wir die sogenannten Vergleichsfunktionen.

2.1 Vergleichsfunktionen

Das Konzept der Vergleichsfunktionen wird im Zusammenhang mit Stabilit&tsbegriffen
zuerst? im Buch , Stability of Motion“ von W. Hahn, Springer Verlag 1967, verwendet. Die
folgende Definition beschreibt einige Klassen dieser Funktionen.

siehe Satz 4.7 im Skript zur Vorlesung ,Stabilitét und Stabilisierung linearer Systeme*
2zumindest ist mir keine frithere Referenz bekannt
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Definition 2.1 Wir definieren die folgenden Klassen von Funktionen:

K = {a:RJ — RJ |« ist stetig und streng monoton wachsend mit «(0) = 0}

Keo = {a€ K|a ist unbeschréinkt}

L = {y:RJ — R{ |~ ist stetig und streng monoton fallend mit tlg& v(t) = 0}

KL = {B:R§ xRf — R{ |3 stetig, B(,r*) € K und B(t*,-) € L fiir alle r*,t* > 0}
o

Die folgende Grafik veranschaulicht eine typische KL Funktion. Beachte, dass im Allge-
meinen ((r*,0) # r* gilt (in der Grafik gilt 5(r*,0) > r*, was in unseren Anwendungen
iiblicherweise gelten wird; die Definition erlaubt aber auch ,,<“).

B(r, t) B(re, 1)

L

0,0) r 0,0) t

Abbildung 2.1: XL Funktion

Wir werden im Laufe der Vorlesung einige Eigenschaften dieser Vergleichsfunktionen be-
noétigen; die meisten werden wir an den entsprechenden Stellen formulieren und beweisen.
Einige einfache Eigenschaften werden wir bereits jetzt formulieren.

Lemma 2.2 (i) Sei a € K und ot := sup,>¢a(r). Dann existiert eine Umkehrfunktion
a ! [0,a) —» R} mit o (a(r)) = r fiir alle 7 > 0 und a(a~!(r)) = r fiir alle r € [0, ™).
(ii) Sei @ € K. Dann ist die Umkehrfunktion a~! aus (i) auf ganz R definiert und es
gilt a7 € Koo

(iii) Fiir alle Konstanten C, o > 0 ist die Funktion 3(r,t) = Ce %*r aus KL.

Beweis: Ubungsaufgabe. Hinweis: Verwende die Tatsache, dass bijektive Funktionen um-
kehrbar sind.

2.2 Stabilitat

Wir werden nun die Vergleichsfunktionen verwenden, um Stabilitdtseigenschaften der Dif-
ferentialgleichung (2.1) zu definieren. Man kann Stabilitét fir Losungskurven, Mengen von
Losungskurven oder sogar fiir allgemeine Mengen definieren. Wir werden uns hier auf die
Stabilitdt von Gleichgewichten beschrinken.
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Definition 2.3 Ein Punkt z* € R? heifit Gleichgewicht (auch Ruhelage, Fizpunkt oder
Equilibrium) der Gleichung (2.1), falls f(x*) = 0 gilt, oder, dquivalent, falls die zugehérige
Losung o(t, 2*) = «* fiir alle t > 0 erfiillt. O

Die Aquivalenz dieser zwei Bedingungen folgt aus der Tatsache, dass die Ableitung kon-
stanter Funktionen gleich Null ist.

Nun kénnen wir unsere Stabilitdtskonzepte definieren.

Definition 2.4 Sei z* € R? ein Gleichgewicht der Differentialgleichung (2.1).

(i) «* heifit stabil, falls eine Umgebung N von z* und eine Funktion o € K existieren mit

lp(t, z) — z¥|| < a(||lz —z*||) fir alle x € N, t > 0.

ii) «* heifit instabil, falls (i) nicht gilt.

(
(iii) z* heit (lokal) asymptotisch stabil, falls eine Umgebung N von z* und eine Funktion
0 € KL existieren, so dass

lp(t, x) —z*|| < B(||z — z*||, ) fiir allez € N, ¢t > 0.

(iv) =* heiBt global asymptotisch stabil, falls (iii) mit N = R? gilt.

(v) * heiit lokal (bzw. global) exponentiell stabil, falls Konstanten C, o > 0 existieren, so
dass (iii) (bzw. (iv)) mit 8(r,t) < Ce r gilt. o

Bemerkung 2.5 (i) In dieser Definition haben wir stets implizit vorausgesetzt, dass die
betrachteten Losungen ¢(t, z) fiir alle ¢ > 0 existieren.

(ii) Beachte, dass die Stabilitdt aus (i) ebenfalls eine lokale Definition ist, die man —
analog zu (iv) — auch global definieren kénnte. Da wir uns in dieser Vorlesung vorwiegend
mit asymptotischer Stabilitdt beschiftigen werden (also mit Teil (iii) und (iv)), wollen wir
hierauf nicht ndher eingehen.

(iii) Wir werden iiblicherweise 0.B.d.A. z* = 0 annehmen, da dies die Schreibweise verein-
facht. Falls x* # 0 ist, konnen wir einfach zum transformierten System f(x) = f(x + z*)
itbergehen. Dies verschiebt die Losungskurven im R?, dndert aber nichts an ihrem Verlauf.

O

2.3 Beispiele

Wir wollen die Stabilitdtsbegriffe an zwei Beispielen erldutern. Als erstes Beispiel betrach-
ten wir ein Pendel, das in unserem (idealisierten) Modell aus einer masselosen starren
Stange und einem daran befestigten Massepunkt besteht. Bezeichnen wir die Winkelposi-
tion des Pendels mit ¢ € [0, 27) und die Geschwindigkeit der Masse auf ihrer kreisférmigen
Bahn mit v € R, so ergeben sich (nach geeigneter Normierung der Konstanten) die Glei-
chungen

p(t) = ()

: : (2.3)
0(t) = —ko(t) —sin(p(?))
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(eine schone Herleitung dieser Gleichungen findet sich in B. Aulbach, Gewohnliche Diffe-
rentialgleichungen, Spektrum Verlag, Heidelberg, 1997, Beispiel 1.3.3). Hierbei ist £ > 0
eine Konstante, die die Reibung beschreibt. In diesen Gleichungen entspricht ¢ = 0 dem
senkrecht nach unten hidngenden Pendel und ¢ = 7 dem aufrecht stehenden Pendel. Die
Punkte (¢, v) = (0,0) und (¢, v) = (, 0) sind dementsprechend zwei Gleichgewichte dieser
Gleichung. Sie beschreiben gerade das ruhig nach unten hingende und das (in der Praxis
schwer zu realisierende) ruhig aufrecht stehende Pendel. Fiir (¢, v) = (7, 0) fithren wir die
Transformation aus Bemerkung 2.5(iii) durch. Wir setzen ¥ = ¢ — m, damit &ndern sich
die Gleichungen zu

It) = w(t
® = ) o
0(t) = —kv(t) —sin(d(t) + 7).
Die Gleichungen beschreiben die selben Bewegungen wie zuvor, allerdings entspricht ¢ = 0
nun dem aufrecht stehenden Pendel und ¥ = —7m dem senkrecht nach unten héngenden
Pendel.

Betrachten wir nun die physikalische Interpretation der Gleichungen (2.3) bzw. (2.4): Was
wiirden wir erwarten, wenn sich das Pendel in einer der beiden Ruhelagen befindet, und wir
es durch leichtes Anstoflen aus dem Gleichgewicht bringen? Im Fall des herabhéngenden
Pendels, d.h. fiir (¢,v) = (0,0), wiirden wir sicherlich erwarten, dass das Pendel in der
Nihe der Ruhelage schwingt, sich aber nicht weiter von ihm entfernt. Falls Reibung auf
das Pendel wirkt (d.h. falls k& > 0 ist) wiirden wir sogar erwarten, dass das Pendel sich
wieder der Ruhelage nihert. (In der Praxis wiirde man sogar erwarten, dass das Pendel nach
einiger Zeit wieder ruhig nach unten hingt; dieser Effekt wird aber durch die Haftreibung
bewirkt, die wir in unserem Modell vernachléssigt haben.)

Im Fall des aufrecht stehenden Pendels, d.h. fiir (¢,v) = (7, 0) bzw. (J,v) = (0,0), wird
man nicht erwarten, dass das Pendel nach einem Stof} in der Nihe der Ruhelage bleibt, son-
dern dass es umfillt, um dann, je nachdem ob Reibung vorhanden ist oder nicht, entweder
nach einiger Zeit gegen die hingenden Ruhelage zu konvergieren, oder fiir alle zukiinftigen
Zeiten mit gleicher Stéirke weiter zu pendeln.

Die folgenden Grafiken stellen Losungen der linearen Gleichungen (2.3) und (2.4) in der
(¢,v) bzw. (J,v)-Ebene dar. Das ,AnstoBen“ des Pendels modellieren wir dadurch, dass
wir Anfangswerte x € R? wihlen, die nicht genau auf dem Gleichgewicht z* = (0,0)7
liegen sondern nur in der Nihe, nimlich = = (1,0)7,...,(4,0)T fiir System (2.3) und
z=(0.1,0)T,...,(0.4,0)T fiir System (2.4).

Die Simulationen von (2.3) fiir die z = (1,0)7, (2,0) und (3, 0) zeigen gerade das oben dis-
kutierte Verhalten: Fiir k& > 0 konvergiert die Losung gegen das Gleichgewicht, fiir £ = 0
beschreibt das Pendel eine periodische Bewegung um das Gleichgewicht, die Entfernung
vom Gleichgewicht bleibt dabei aber proportional zur Anfangsentfernung. Fiir den weiter
entfernten Anfangspunkt x = (4,0)7 #ndert sich das Bild: Hier entfernt sich die Losung
schneller vom Gleichgweicht und konvergiert auch nicht wieder dagegen. Tatséchlich ent-
spricht der hier sichtbare Effekt dem Uberschlagen des Pendels; withrend das Pendel mit
Reibung in der Praxis nach einiger Zeit trotzdem gegen die herabhingende Ruhelage kon-
vergieren wiirde ist dies in der hier verwendeten mathematischen Modellierung nicht der
Fall. Tatséchlich konvergiert das Pendel hier gegen einen anderen Gleichgewichtspunkt.
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—4 31

Abbildung 2.2: Lésung von (2.3) fir £ = 0 und k£ = 0.1 sowie Lsung von (2.4) fiir k = 1/10
(von links nach rechts)

Das Verhalten von (2.4) ist — wie man ebenfalls aus der physikalischen Anschauung er-
warten wiirde — ganz anders. Hier entfernen sich die Losungen sofort vom Gleichgewichts-
punkt, das Pendel fallt um.

Im Sinne unserer Definition 2.4 haben wir hier also die drei Falle Stabilitét, lokale asym-
ptotische Stabilitdt und Instabilitdt vorliegen.

In unserem zweiten Beispiel zeigen wir, dass asymptotische Stabilitdt fiir nichtlineare Sy-
steme nicht exponentiell sein muss. Betrachte die einfache eindimensionale Differentialglei-
chung

i(t) = —x(t)3.
Durch Nachrechnen sieht man leicht, dass die Losungen dieser Gleichung gegeben sind
durch
1

1
Sp(ta'x):il 71
V2+ & V2t &

Das Gleichgewicht 2* = 0 ist tatséchlich asymptotisch stabil ist (sogar global asymptotisch
stabil), denn mit

fallsz >0 und (¢, x) = — falls x < 0.

1

V2t + &

ist die entsprechende Abschétzung aus Definition 2.4 (iii) offenbar erfiillt und man sieht
leicht, dass 0 € KL ist.

Wir zeigen nun, dass z* nicht exponentiell stabil ist. Wir nehmen dazu an, dass Konstanten
C, o0 > 0 existieren mit |¢(t, )| < Ce || fiir alle z € R und ¢ > 0. Wihle nun ein z € R
und ein t* > 0, das so grof} ist, dass v2tx? + 1 < t gilt fiir alle t > t*. Wegen

ﬁ(’l’, t) =
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also

et 2tz? +1
und damit .
Ceotja] < ——L2 ~ lg(t, 2),

V2t + 1 \/sz + 4

was der Wahl von C' und o widerspricht.



Kapitel 3

Ljapunov—Funktionen

3.1 Definition und dquivalente Formulierungen

In diesem Kapitel wollen wir ein wesentliches Hilfsmittel bei der Betrachtung von Stabi-
litdtseigenschaften einfiihren, die sogenannte Ljapunov-Funktion. Wir haben bereits darauf
hingewiesen, dass fiir eine KL-Funktion im Allgemeinen 3(r, 0) # r ist, typischerweise gilt
B(r,0) > r. Daraus folgt, dass bei asymptotisch stabilen Systemen die Norm |p(t, z) — z*||
nicht monoton fallen muss. Diese Monotonie zu fordern, wére fiir die allermeisten Systeme
auch viel zu einschrénkend. Trotzdem wire dies fiir viele Anwendungen — insbesondere
zur Uberpriifung von asymptotischer Stabilitit — eine sehr praktische Eigenschaft. Die
Idee der Lyapunov—Funktion liegt nun darin, den Abstand |¢(t, z) — z*||, bzw., wenn wir
0.B.d.A. z* = 0 annehmen, den Abstand vom Nullpukt ||¢(¢, z)|| durch eine verallgemei-
nerte Abstandsfunktion V' zu ersetzen, fiir die V (¢(t, z)) dann streng monoton fallt. Nimmt
man dariiberhinaus an, dass diese Abstandsfunktion V' differenzierbar ist, so kann man die
strenge Monotonie mittels

0> % L V(p(t,2)) = DV (z) % L o(t,z) = DV (x)f(x)

ausdriicken. Dies fiihrt zur folgenden Definition, in der cl N dem Abschluss und ON den
Rand der offenen Menge N bezeichnet.

Definition 3.1 Betrachte eine Differentialgleichung (2.1) mit f(0) = 0. Eine stetige Funk-
tion V : R? — R, die auf R%\ {0} stetig differenzierbar ist, heifit lokale Ljapunov—Funktion,
falls Funktionen a1, o € Koo, €ine stetige Funktion W : R? — R, eine Umgebung N der 0
und eine Konstante C' > 0 existiert, so dass W (x) > 0 gilt fiur alle x € cI N, V(z) < C fiir
alle x € N, V(z) = C fur alle z € 9N und die Ungleichungen

(1) (3.1)

a(fJzl]) < V(z) < as(

und
DV (x)f(z) < —W(x) (3.2)

gelten fiir alle z € N.

13
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Die Funktion V' heifit globale Ljapunov—Funktion, falls V' und W diese Bedingungen fiir
N = R? erfiillen, wobei hier C' = oo gewihlt wird.

Das Paar (V, W) wird dabei auch als Ljapunov—Paar bezeichnet. m

Das folgende Lemma zeigt eine dquivalente Formulierung von Ungleichung (3.2), die fiir
Beweise geeigneter, aber etwas schwieriger nachzupriifen ist.

Lemma 3.2 Sei V eine stetige Funktion, die auf R?\ {0} zwei mal stetig differenzierbar
ist und (3.1) erfiillt fiir eine Umgebung N der 0 und ein C > 0 (bzw. fir N = R? und
C = 00). Dann gibt es genau dann ein W, das die Bedingungen von Definition (3.1) erfiillt,
wenn es eine lokal Lipschitz—stetige Funktion g : Ry — R{ gibt, so dass g(r) > 0 gilt fiir
alle r € (0, C] (bzw. fiir alle r > 0) und die Ungleichung

DV (z)f(z) < —g(V(z)) (3-3)

gilt fir allexz € N.

Beweis: Wir beweisen den lokalen und globalen Fall zusammen, wobei wir im lokalen Fall
annehmen, dass wir eine Konstante C' < co und eine Umgebung N vorgegeben haben.

Sei g gegeben. Dann erfiillt W(x) := ¢g(V(z)) die Bedingungen aus Definition 3.1.
Sei umgekehrt W gegeben. Fiir r € [0, C] (bzw. r > 0) setzen wir

g(r) ;= inf{W(z) |z € R, V(z) =r}.

Im lokalen Fall setzen wir g(r) = g(C) fiir alle » > C. Man rechnet leicht nach, dass dieses
g bereits alle Bedingungen an ¢ erfiillt mit Ausnahme der Lipschitz—Stetigkeit. Um das
endgiiltige g zu konstruieren, wihlen wir eine zweiseitige Folge ¢, k € Z, mit 0 < g1 < tx
fiir alle k € Z, limg_,00 tx, = 0 und limg_, o t, = 0o. Nun setzen wir g(0) = 0 und

gk:= _ min g(r)
TE[tk+1, tk—l]

fir alle k € Ny (bzw. alle k € Z). Damit definieren wir

t— 1K1
o(r) = g+ -

Gk — Gk+1), T € [trg1, tr]-
E— Tkt

Man rechnet leicht nach, dass 0 < g(r) < g(r) fiir r € (0, C] ist, womit die Bedingungen
an g erfiillt sind. Da g eine stiickweise lineare Funktion ist, hat die zudem die gewiinschte
lokale Lipschitz—Stetigkeit. i

Das folgende Lemma zeigt eine weitere Art, die Bedingung (3.2) zu formulieren.

Lemma 3.3 Eine stetige Funktion V : R? — R, die auf R\ {0} stetig differenzierbar
ist, erfiillt die Bedingung (3.2) genau dann, wenn fiir alle Losungen von (2.1) die Integra-
lungleichung

Vip(t,z)) < V() - /0 W (s, 2))ds (3.4)

gilt.
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Beweis: Leicht durch Differenzieren bzw. Integrieren der entsprechenden Ungleichun-
gen. E[

Der Vorteil der Integralformulierung (3.4) ist, dass wir sie spéter auch fiir Ljapunov—Funk-
tionen verwenden kénnen, die nicht differenzierbar sind. Wir werden daher bei Beweisen
im Folgenden iiblicherweise (3.4) statt (3.2) von verwenden. Beachte, dass wir fiir (3.3) die
Integralungleichung (3.4) mit W(z) = g(V(x)) erhalten.

3.2 Ljapunov—Funktion = Stabilitét

Wir formulieren und beweisen nun das erste Hauptresultat dieses Kapitels, das besagt, dass
aus der Existenz einer Ljapunov-Funktion asymptotische Stabilitét folgt.

Satz 3.4 Betrachte eine Differentialgleichung (2.1) mit f(0) = 0. Angenommen, es exi-
stiert eine lokale (bzw. globale) Ljapunov—Funktion V' im Sinne von Definition 3.1 gegeben.
Dann ist das Gleichgewicht z* = 0 lokal (bzw. global) asymptotisch stabil.

Hierbei ist die Vergleichsfunktion 8 € XL aus Definition 2.4 gegeben durch

Br,t) = oy (u(t, az(r), (3.5)
wobei u die Losung des eindimensionalen Anfangswertproblems
d
a/ﬁ(t, T) - —Q(M(ta T))’ M(Oa T) =T (36)

ist mit g aus Lemma 3.2.

Beweis: Sei g die Funktion aus Lemma 3.2. Wir betrachten die Losung p(t,r) des An-
fangswertproblems (3.6) und zeigen zunichst das folgende Resultat: Fiir alle x € N gilt

V(e(t,x)) < p(t,V(x)) fir alle t > 0. (3.7)

Zum Beweis von (3.7) wihlen wir ein z € N und betrachten fiir ¢ > 0 die Funktionen h.
gegeben durch

he(t) = V(z) — /0 g(he(s)) + eds.

Da h, die Differentialgleichung h.(t) = —g(he(t)) + ¢ mit Anfangsbedingung h.(0) = V (x)
lost, folgt aus Gronwall’s Lemma die Konvergenz h.(t) — p(t, V(z)) fir e — 0 und jedes
t > 0. Wir zeigen, dass V(¢(t,x)) < he(t) fiir alle £ > 0 und alle ¢ > 0 gilt, woraus
dann mit der Konvergenz h.(t) — p(t, V(x)) die Behauptung (3.7) folgt. Nehmen wir also
im Widerspruch zur Behauptung an, dass ein ¢t > 0 existiert mit V(¢(t, z)) > hc(t). Sei
t* =1inf{t > 0| V(p(t,z)) > h:(t)}. Aus Stetigkeitsgriinden gilt dann V (p(t*, z)) = h.(t*),
und es folgt

V(ie(t* +7,2)) — he(t" +7) < /OT g(V(p(t* +s,2)) — g(h(t* + s)) — eds.
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Sei nun L eine Lipschitz—Konstante von g auf einer Umgebung von h(¢t*) und sei 7% > 0
so klein, dass V(p(t* + s,x)) und h.(t* + s) fir alle ¢t € [0, 7*] in dieser Umgebung liegen.
Dann gilt fiir alle 7 € (0, 7*] die Ungleichung

V(o +7,3)) — ho(t 4 7) < /OTL\V(go(t* +5,2)) — he(t* + 5)| — eds.

Da V(p(t*,z)) = he(t*) ist und beide Funktionen stetig in ¢ sind, finden wir 7** > 0, so
dass
LIV(p(t"+7,2)) —h(t* +7)| < e/2

ist fiir alle 7 € [0, 7**]. Damit folgt
V(ie(t*+7,2)) —he(t*+7) < —71¢/2 <0
fiir alle 7 € [0, 7**], insbesondere also
V(p(t* +7)) < he(t* + 7) fiir alle 7 € [0, 7],

was der Wahl von ¢* widerspricht. Damit ist (3.7) gezeigt.

Da ¢ auf jedem kompakten Intervall der Form [a,b] mit 0 < a < b < C strikt positiv
ist, konvergiert p(t,r) gegen Null fiir ¢ — oo (jedes solche Intervall wird in endlicher
Zeit ,nach unten® verlassen). Also ist y eine £L-Funktion in ¢. Da sich die Lésungen der
Differentialgleichung (3.6) nicht schneiden kénnen, und (0, r) streng monoton in r ist, ist
auch (¢, r) streng monoton in r, also eine K-Funktion in r. Man sieht damit leicht, dass
dann § aus (3.5) eine KLL-Funktion ist. Aus

let,2)| < a7’ (V(e(tx)) < ay'(u(t,V(z)))
< apt(p(t ax(llzl) = Al 1)
folgt damit die behauptete asymptotische Stabilitét. a

Wir wollen das Konzept der Ljapunov—Funktion an zwei Beispielen veranschaulichen.

Beispiel 3.5 Betrachte die Differentialgleichung

) — 22(t)
) — z2(t)°
Die Behauptung ist, dass das Gleichgewicht * = 0 global asymptotisch stabil ist. Zum

Beweis betrachten wir die Funktion V(z) = 22 + 3. Offenbar erfiillt V die Ungleichung
(3.1) mit a1 (r) = az(r) = r%. Wegen

.C'Cl(t) = —X

t
iz(t) = 1 t

(t
(t

DV (2)f(z) = (221275) ( ‘2 B ig ) = 242 — 22} = —W(a)

ist V also eine globale Ljapunov—Funktion. Mit etwas Rechnerei sieht man auflerdem, dass
die (optimale) Funktion g : Rj — R{ fiir Ungleichung (3.3) gegeben durch

(r) = 2¢2, fallsc <1
g\r) = 2¢, fallsc>1

gerade eine Funktion ist, fiir die Ungleichung (3.3) gilt. O
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Die Hauptschwierigkeit bei Ljapunov—Funktionen liegt darin, geeignete Kandidaten zu fin-
den, fiir die man die benttigten Elgenschaften nachpriifen kann. Fiir Differentialgleichun-
gen mit speziellen Strukturen gibt es z.T. systematische Verfahren, die wir hier aber nicht
ndher besprehcen wollen. Oft kann man auch physikalische Eigenschaften eines Systems
benutzen, wie wir dies im folgenden Beispiel machen.

Beispiel 3.6 Betrachte das nichtlineare mathematische Pendel (2.3) mit Reibungskon-
stante k =1
p(t) = ()

o(t) = —o(t) —sin(p(?))

Der Ansatz zum Finden einer Ljapunov—Funktion liegt hier in der Betrachtung der Energie
des Systems, die — bedingt durch die Reibung — monoton abnimmt. Als ersten Versuch
setzen wir

~ 1,

V(v,9) = (1 cos(p)) + 507

Der erste Term 1 — cos(p) beschreibt hierbei die potentielle Energie, wihrend der zweite
Term v?/2 die Bewegungsenergie beschreibt. Berechnet man hier die Ableitung DV fs
so erhdlt man aber nur fiir v # 0 einen negativen Ausdruck. Zwar nimmt V auch fiir
v =0 (und ¢ # 0) streng monoton ab, allerdings so langsam, dass die Ableitung trotzdem
verschwindet. Mit etwas Uberlegung und Probieren kommt man darauf, dass man einen
zusétzlichen Term addieren muss, um dieses Problem zu l6sen. Dies fithrt auf die Funktion

1 1
V(v,0) = (1 —cos(p)) + 51)2 + oY sin(ep).
Ubungsaufgabe: Priife nach, dass die Funktion V eine lokale Ljapunov-Funktion fiir
jede Umgebung N der 0 ist, fiir die ein C' < 2 existiert, so dass V(z) < C fir x € N und
V(z) = C fiir x € ON ist.

Hinweis: Die bei der Ableitung entstehenden Terme sind sehr unhandlich, weswegen ei-
ne analytische Uberpriifung recht aufwiindig ist und als Losung nicht unbedingt erwartet
wird. Als Alternative kann eine grafische Analyse mit MAPLE durchgefiihrt werden. Hier-
bei sollten dargestellt werden: Die Menge {(v, ¢) | V(v, ¢) = 2} (Tipp: contourplot), die
Mengen, in denen |DV f| nahe bei Null liegt (Tipp: implicitplot) sowie die Funktion V'
selbst (Tipp: plot3d). Natiirlich sollten die Ergebnisse geeignet erldutert werden. m

3.3 Stabilitidt = Ljapunov—Funktion

In diesem Abschnitt werden wir eine Umkehrung von Satz 3.4 formulieren und — unter
Zuhilfenahme von einigen tieferen Sétzen aus der Literatur — beweisen.

Wir beginnen gleich mit der Formulierung des Hauptresultates.

Satz 3.7 Betrachte eine Differentialgleichung (2.1) mit f(0) = 0. Wenn das Gleichgewicht
x* = 0 lokal (bzw. global) asymptotisch stabil, dann existiert eine lokale (bzw. globale)
Ljapunov—Funktion V' im Sinne von Definition 3.1.
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Zum Beweis dieses Satzes benétigen wir einige Hilfsresultate. Wir beginnen mit dem fol-
genden Lemma.

Lemma 3.8 Fiir jede Funktion 8 € KL existiert eine Funktion a € K, so dass die
Ungleichung
a(B(r,t)) <e'r

gilt fiir alle 7 € [0,1] und alle ¢ > 0.

Beweis: Wir definieren eine Funktion g : (0,1] — R mittels

9(q) = max{fB(r, —In(s)) | r € [0,1], s € (0,1],7s = q}.

Beachte zunéchst, dass die Menge, tiber die hier fiir festes ¢ maximiert wird, kompakt ist,
weswegen das Maximum iiber die stegige Funktion 3 tatséchlich existiert. Fiir gegebenes
q € (0, 1] bezeichnen wir die Werte r und s, fiir die dieses angenommen wird mit 7*(¢) und
s*(q). Wir beweisen, dass g stetig und streng monoton wachsend ist und limg_,0 40 g(q) = 0
ist.

Wir zeigen zunéchst, dass g streng monoton wachsend ist. Dazu ist zu zeigen, dass 0 <
q1 < g2 < 1 die Ungleichung g(q1) < g(g2) impliziert. Betrachte die Werte r; = r*(¢1) und
s1 = s*(q1). Wir setzen

q2 q2
1, falls 1/qirl >1 q2, falls 1/qirl >1

ro =< @9, falls \/&s1 >1  und sp:=¢ 1, falls | /Zs) > 1

/ q2 / q2
7 1) q 10
1 3 SO St 1 S 3 SO St

In allen drei Féllen gilt 7o € (0, 1], so € (0, 1], 7282 = g2, r1 < ro und s < sp (und damit
—In(sg) < —In(sy)). Im ersten und zweiten Fall gilt dariiberhinaus s; < sp (und damit
—In(s2) < —In(s1)) und im zweiten und dritten Fall 7y < re. Damit folgt im ersten und
zweiten Fall

9(q2) > B(re, —In(s2)) > B(r1, —In(s2)) > B(r1, —In(s1)) = g(q1)

und im zweiten und dritten Fall

9(g2) = B(r2, —In(s2)) = B(rz, —In(s1)) > B(r1, —In(s1)) = g(a1),
womit die strenge Monotonie gezeigt ist.

Zum Beweis der Stetigkeit wihle gy € (0, 1] und betrachte eine Folge ¢; — go. Wir setzen
r; = r*(¢;) und s; := s*(¢;) fiir ¢ = 0,1,2,.... Mit der gleichen Konstruktion wie oben
sieht man, dass zu jedem ¢ € N Zahlen 7; und §; sowie Zahlen #; und 5; existieren mit den
Eigenschaften

qi

oo~ . a4
iSi = i \T’i—ro\ﬁll— — -

und [§; — so| < Il Y
40

und \Ei—s()\g'l—ﬂﬂ
q

sowie

_ _ qi
7i5 = qo, |Fi — 1ol < '1 — /=
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Insbesondere gilt 7#; — 19, 8; — Sg, 73 — 79 und §; — sg fiir i« — oo. Also folgt aus der
Stetigkeit von § und In

g(q0) — g(a@) < B(ro, —In(sg)) — B(7i, —In(5;)) — 0 fiir i — oo
und

9(q) — 9(qo) < B(ri, —1In(s;)) — B(7;, —In(5;)) — 0 fiir i — oo,
also die gewiinschte Stetigkeit.

Zuletzt beweisen wir die Konvergenz lim,_,0, 4>0 9(¢) = 0. Beachte dazu, dass fiir jedes Paar
(r,s) € [0,1]*> mit rs = ¢ entweder s < /g oder r < ,/q gilt, da ansonsten rs > ,/q,/q = ¢
wére. Also gilt entweder

9(q) < B(v/q, —In(s)) < 5(/g,0) = 0 fiir ¢ — o0

oder
9(q) < B(r, = In(y/g)) < B(1, v/g) — 0 fiir ¢ — oo,
und damit die behauptete Konvergenz.

Wir definieren nun eine Funktion A : R(‘)F — R(‘)F mittels

0, falls g =0

h(g) == ¢ 9(a), falls ¢ € (0,1]
g(1)+¢—1, fallsg>1

Wegen der Eigenschaften von g ist dies eine K —Funktion und es gilt
h(rs) > B(r, —In(s)) fiir alle r € [0, 1], s € (0, 1].
Da h € K ist, existiert =1, Mit o = ™! € K gilt dann
rs < a(B(r, —In(s))) fiir alle r € [0, 1], s € (0,1]
und mit t = —In(s), also s = e~ 7, folgt
re”t < a(B(r,t)), fir aller € [0,1],£>0

also die Behauptung. [[

Neben diesem Lemma bendétigen wir noch zwei andere Sétze, die wir hier nicht beweisen
werden. Betrachte

Satz 3.9 (Rademacher) Sei O C R? eine offene Menge und V : O — R eine Lipschitz
stetige Funktion. Dann gibt es in jeder offenen Menge B C O einen Punkt z € B, in dem
V' differenzierbar ist.

Satz 3.10 (Wilson ’69, Lin/Sontag/Wang ’96) Betrachte eine Differentialgleichung
(2.1) mit Vektorfeld f. Sei O C R? offen und sei V : O — R eine Lipschitz stetige Funk-
tion. Dann gibt es fiir alle stetigen Funktionen v, § : O — R™ eine unendlich oft stetig
differenzierbare Funktion V : O — R mit den Eigenschaften

V(2) = V(2)| < ()
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fir alle x € O und _
DV (z)f(x) < DV f(x) + 6(x)

fiir alle € O in denen V differenzierbar ist.

Nun kommen wir zum Beweis von Satz 3.7:

Wir beweisen hier den globalen Fall, der lokale Fall funktioniert analog, ist aber etwas
technischer.

O.B.d.A. koénnen wir annehmen, dass || f(z)|| < 1 ist, ansonsten kénnen wir f durch
f/v/14+ | f||? ersetzen (wenn V eine Ljapunov—Funktion fiir das verdnderte f ist, dann
ist es mit gleichem W auch eine fiir das urspriingliche f). Betrachte nun die Funktion
B € KL aus der Definition der asymptotischen Stabilitdt und die Funktion o aus Lemma
3.8. O.B.d.A. kénnen wir §(1,0) > 1 und «a(r) <1 fir » < 5(1,0) annehmen.

Sei nun L eine Lipschitz—Konstante fiir f fiir alle  mit [|z|| < 4(1,0). Wir definieren eine
Funktion w : R — RJ mittels

1 ' LAl g
w(r) = m/ﬂ a(s)¥ds fiir r € [0, 3(1,0)]

und w(r) = w(B(1,0)) fur » > B(1,0). Dann gilt w(r) < a(r) und W'(r) < a(T)LH fiir

r € [0,6(1,0)], insbesondere ist w Lipschitz mit Konstante Lr = a(R)L+1_auf 0, R] fiir
alle R € [0, 3(1,0)] und global Lipschitz mit Konstante Lg ).

Wir setzen nun W(x) = w(||z||). Beaachte, dass W auf Bpr(0) Lipschitz—stetig mit der
Konstanten Lr von w ist und global Lipschitz—stetig ist mit der Konstanten Ly := Lg(10).

Mittels W definieren wir -
V() i / W (o(t, o))t
0

Fiir V zeigen wir drei Eigenschaften
(i) Es gibt a4, @2 € Koo mit
a([lall) < V() < G (|ll))-
(ii) V ist Lipschitz stetig
(iii) In allen Punkten z € R%, in denen V differenzierbar ist gilt
DV (z)f(x) < —W(z).
“(1)”: Wir zeigen zunéchst die Existenz von ag: Sei 7(x) := inf{t > 0] ||¢(¢, z)|| < 1} und

o(r):=inf{t > 0| B(r,t) < 1}. Hierfur gilt 7(z) < o(||z||). Falls ||z|| > 1 ist, folgt 7(z) > 0
und damit

Viz) = /OOOW(@(t,x))dt
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T(x) __ 0o __
- We(t,o))dt+ [ Wp(t,z))dt
0 7(2)

mewum»+/ a(B(1,t — (x)))dt
7(x)
< dwmwwum»+A etdt

= o([z[w(6(1,0)+1 < o(z[)w(B(1,0) + [zl = az(llz[).

IN

Beachte, dass o(r) monoton wachsend mit o(0) = 0 ist, weswegen &s tatséchlich aus K
ist.

Falls ||z|| < 1 ist, folgt

Viz) = /0 T W (et 2)dt
JACCIER
/Oooe_tchHdt = |zl < az(llzl)-

IN

IN

Zum Beweis der Existenz von a; betrachten wir wiederum 7(x). Beachte, dass wegen der
Lipschitz—Stetigkeit von f die Abschéitzung

lo(r(@) +t, )| > e lo(r(2), )|

fiir ||z|| <1 folgt; da f global beschrénkt ist, muss die Zeit 7(z) gegen unendlich wachsen,
wenn ||z|| gegen unendlich strebt. Aus diesen beiden Eigenschaften erhilt man mit #hn-
lichen Integralabschitzungen wie oben und einer geeigneten unteren Schranke fiir W die
untere Schranke &o fiir V.

“(ii)”: Beachte zunichst, dass fiir z, y € R? mit ||z|], [|y| < 1 aus Gronwall’s Lemma die
Ungleichung

lo(t 2) — et y)]| < ez — yl

folgt. Mit
6(t) := max{[le(t, z), l(t, y)II} < Blmax{]|z], [ly]},?)

gilt fiir solche x und y die Abschitzung

V(@) - Tl < Am@%m@»—wwmeh
Ammeﬂt@—w@wWﬁ
| aty et e~ ylas

: /00 o A(max{ |, [yll}, ) e ||z — y]

0

IN

IN

IN

o
/0 "D max{]|z]), [lyl}H e |l — ylldt
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IN

o0
Iz — gl max{|z], y]}=+ /0 etdt

lz =yl max{|z[l, [yl[}** <z -yl

was die behauptete Lipschitz—Stetigkeit (mit Lipschitz—Konstante 1) zeigt.

Seien nun beliebige x, y € R? gegeben. Sei M = max{||z||, |y||} und Ljs eine Lipschitz—
Konstante fiir f auf Bg(ys,0). Wiederum mit Gronwall’s Lemma erhalten wir

lo(t,2) = o(t,y)| < €X'z —y|

Damit gilt

Wieto) - [ Wit y))dt1

< /0 " ot 2)) /0 " W ot
n U:w) Wt ) — ;L) W i(t,))dt
< /”(M)\’Wu 2)) = T (olt, )t
olt oo 2) -~ [ Wt ploan).u))at
< [ LW\eLMtHx—ymdt+\v< (o (M), 2)) - P (ol (M), )
< LW ) eyl 4 BT oyl = Luarle )

also die behauptete Lipschitz—Stetigkeit.
“(iii)”: Aus der Definition von 1% folgt die Gleichung

P(p(r,2) — V(z) < - /0 Wt )t

aus der man die gewiinschte Eigenschaft durch Differenzieren nach 7 in 7 = 0 erhilt.

Wir wenden nun Satz 3.10 mit O = R\ {0}, v(x) = min{a;(||z]), & (||z|)}/2 und 6(z) =
W(x)/2 an.
Mit oy (r) = @1(r)/2 und as(r) = 3as(r)/2 folgt damit

ar((z]) < V(z) < aa(fz]),

und mit W(z) = W(x) /2 gilt fiir alle Punkte, in denen V differenzierbar ist, die Unglei-
chung

DV (z)f(z) < —W(z).
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Sei z nun ein Punkt, in dem V nicht differenzierbar ist. Nach Satz 3.9 gibt es in jeder
Umgebung Bi1(z), n € N, einen Punkt z,,, in dem V differenzierbar ist. Wegen z,, — =z fiir

n — oo und der Stetigkeit von DV, f und W gilt damit

DV (z)f(z) = lim DV (xy,)f(zn) < lim —W(z,) = -W(z),

n—o0 n—o0

also die gewiinschte Eigenschaft. [l

Bemerkung 3.11 Fiir einfache Systeme kann die Konstruktion von V in diesem Beweis
z.B. mit MAPLE durchgefithrt werden. Die Wahl von W kann dabei anders als in diesem
Beweis gewéhlt werden, wichtig ist dabei vor allem, dass das Integral in der Definition von
V existiert. Oftmals stellt sich heraus, dass die Funktion V' dann bereits differenzierbar
ist. o

Ubungsaufgabe: Berechne V fiir die Differentialgleichungen (2.1) mit f gegeben durch

fa)= (TR (3.5)

X1 — T2
e Iz
o —T9 — ||T|| X1
fiir

0 W(z) = lall, (i) W) =2]2]? (i) W(z) = 2|z
Hinweise: (i) Die exakten Losungen lauten:

olt,z) = et ( cos(t)a1 — sin(t)zs )

sin(t)x1 + cos(t)z2

bzw.

P — ( cos(t) — sin(t)z> ) |

“ otz + 1\ sin(t)ay + cos(t)xs

(ii) Versuche zunichst, Gleichungen fiir ||p(t,z)|| zu ermitteln. MAPLE kann hier helfen,
vielleicht muss man aber bei einigen Termen per Hand nachhelfen.

(iii) Nicht fiir alle Kombinationen f und W existiert die Lésung!
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Kapitel 4

Kontrollierbarkeit und
Stabilisierbarkeit

In diesem Kapitel werden wir den Begriff der asymptotischen Stabilitédt fiir Differentialglei-
chungen der Form (2.1) auf nichtlineare Kontrollsysteme der Form (1.1) verallgemeinern.
Hierfiir gibt es im Wesentlichen zwei Moglichkeiten. Die vielleicht natiirlichere Form der
Verallgemeinerung ist die sogenannte asymptotische Kontrollierbarkeit, die wir in unserem
ersten Abschnitt betrachten wollen.

4.1 Asymptotische Kontrollierbarkeit

Die Definition der asymptotischen Kontrollierbarkeit beruht auf der Idee, die gleichmaflige
Konvergenz gegen 0, so wie sie die Definition der asymptotischen Stabilitét fordert, auch
fiir das Kontrollsystem zu verlangen, allerdings nur fiir passend gewéhlte Kontrollfunktio-
nen u € U. Diese passende Auswahl darf dabei in Abhéngigkeit des jeweils betrachteten
Anfangswerts geschehen.

Wir definieren zunéchst mittels
|t oo :=Inf{C > 0| ||u(t)|| < C fur alle t € R}

eine Norm auf /. Wenn man nun bei der erwdhnten Auswahl der Kontrollfunktionen solche
mit beliebig grofer Norm ||u||o zulésst, bekommt man Probleme mit der Regularitit des
Systems, da ja die Lipschitz-Konstante von f(x,u) insbesondere von |lu|| abhingen kann.
Deswegen beschrénken wir die Klasse der zuldssigen Kontrollfunktionen in geeigneter Wei-
se. Dazu dient die folgende weitere Klasse von Vergleichsfunktionen.

Definition 4.1 Wir definieren die folgende weitere Klasse von Vergleichsfunktionen:

N = {0:R{ — R{|J ist stetig und monoton wachsend}

25
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Wihrend die Bezeichnungen K und £ keine offensichtliche Bedeutung haben, kann man N
als “nichtabnehmend” interpretieren.

Fiir Differentialgleichungen haben wir asymptotische Stabilitat fiir Gleichgewichte z*, also
Punkte mit f(2*) = 0 definiert. Fiir Kontrollsysteme gehen wir &hnlich vor, allerdings muss
hier nicht f(z*,u) =0 fiir alle u € U gelten, sondern nur

f(a*,0) =0, (4.1)

wobei wir 0.B.d.A. voraussetzen, dass 0 € U liegt. Wir nennen also einen Punkt z* € R?
ein Gleichgewicht fiir das Kontrollsystem (1.1), wenn (4.1) gilt.

Damit kénnen wir nun die asymptotische Kontrollierbarkeit definieren.

Definition 4.2 Sei 2* € R? ein Gleichgewicht des Kontrollsystems (1.1). Dann definieren
wir:

(i) z* heiit (lokal) asymptotisch kontrollierbar, falls eine Umgebung N von z*, eine Funkti-
on § € N und eine Funktion B € KL existieren, so dass fiir alle z € N ein u, € U existiert
mit [|ulleo < (|| — 2*||) und

llp(t, z, uy) —z*|| < B(||z — z*||, ¢) fur alle ¢t > 0. (4.2)
(ii) =* heiBt global asymptotisch kontrollierbar, falls (i) mit N = R? gilt. o

Wenn N in (i) beschrinkt ist, so kénnen wir é(||x — z*||) durch die Konstante C' =
sup,cn 0(||]x — z*||) ersetzen. Die Vergleichsfunktion ¢ kommt also nur in der globalen
Definition richtig zum Tragen; dort bewirkt sie, dass man fiir weit von x* entfernte An-
fangswerte x mit groflen Kontrollen steuern darf.

Wie auch im Falle asymptotischer Stabilitdt werden wir iiblicherweise 0.B.d.A. z* = 0
annehmen.

Asymptotische Kontrollierbarkeit ist eine sehr natiirliche Verallgemeinerung der asympto-
tischen Stabilitdt, weswegen sie als theoretische Eigenschaft nichtlinearer Kontrollsysteme
eine wichtige Rolle spielt.

In der Praxis jedoch ist dies oft nicht das, was man haben will. Nehmen wir an, dass
das gegebene Kontrollsystem das Verhalten eines wirklichen (mechanischen, chemischen,
elektronischen, 6konomischen, ...) Systems modelliert. Ziel einer solchen mathematischen
Modellierung ist es oft, eine Steuerstrategie zu entwerfen, die ein vorgegebenes Kriterium
erfiillt und die sich in der Praxis realisieren lisst. In unserem Fall wire das Kriterium,
dass sich das Gleichgewicht x* fiir das gesteuerte System wie eine asymptotisch stabiles
Gleichgewicht verhélt. Aus Basis der asymptotischen Kontrollierbarkeit wiirde man dann
versuchen, fiir einen vorgegebenen Anfangswert x eine Kontrollfunktion u, zu berechnen,
so dass (4.2) erfiillt ist. Hierbei stoft man auf diverse Probleme:

(i) Die Funktion u, muss fiir alle Zeiten ¢ > 0 im Voraus berechnet werden. Falls kei-
ne geschlossene Formel fiir diese Funktion zur Verfiigung steht, ist dies praktisch
unmoglich.
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(ii) Da man in der Praxis nicht davon ausgehen kann, dass das gesteuerte echte System
immer den gleichen Anfangswert hat, muss man u, sogar fiir eine ganze Menge von
Anfangswerten berechnen, was die Probleme in (i) noch vergrofiert.

(iii) Durch (praktisch immer vorhandene) kleine Abweichungen zwischen dem mathema-
tischen Modell und dem echten System wird das im Voraus berechnete u, immer
ungenauer, je grofler ¢ wird. Fiir sehr grofie ¢t wird u, in der Regel keine sinvolle
Steuerstrategie mehr sein.

Nun gibt es durchaus viele Steuerungsproblemen, die durch geschickte (analytische oder
numerische) Berechnung von zeitabhéngigen Kontrollfunktionen u € U befriedigend gelost
werden konnen, z.B. die zeit— oder energieoptimale Steuerung eines Fahrzeugs von a nach
b. Stabilitétsprobleme gehéren aber aus den oben genannten Griinden iiblicherweise nicht
dazu.

Statt eine Steuerstrategie mittels Funktionen u € U zu definieren, verwendet man statt
dessen in der Praxis das Konzept des Zustandsfeedbacks, das wir im folgenden Abschnitt
behandeln.

4.2 Feedback—Stabilisierbarkeit

Statt zeitabhingigen Kontrollfunktionen u(t) wollen wir nun Strategien betrachten, bei
denen der zur Zeit ¢ benutzte Kontrollwert u(¢) direkt abhingig vom aktuellen Zustand
x(t) gewadhlt wird.

Dies fiithrt auf die folgende Definition.

Definition 4.3 Betrachte ein Kontrollsystem (1.1). Eine Abbildung F : R? — U heift
Zustandsfeedback oder Riickkopplung. Die zugehorige Differentialgleichung

&(t) = fr(z(t)) mit fr(z) = f(z, F(z)) (4.3)

heifit Feedback—geregeltes oder riickgekoppeltes oder einfach nur geregeltes System. Die
Losungen von (4.3) bezeichnen wir mit ¢(t, z, F'). o

Bei den Ingenieuren spricht man von Steuerung, wenn zeitabhingige Kontrollfunktionen
u(t) betrachtet werden und von Regelung, wenn zustandsabhingige Feedbacks F'(x) benutzt
werden.

Natiirlich sollte die Abbildung F' zumindest stetig sein, damit die Existenz von Lésungen
von (4.3) garantiert ist; besser wére Lipschitz—Stetigkeit oder sogar Differenzierbarkeit von
F. In der obigen Definition ist dieser Punkt mit Absicht offen gelassen, wir werden aber
zunichst immer mindestens Stetigkeit von F' voraussetzen.

Mit dieser Art von Regelungsstrategie konnen wir eine andere Verallgemeinerung der asym-
ptotischen Stabilitéit definieren.
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Definition 4.4 Sei z* € R? ein Gleichgewicht des Kontrollsystems (1.1). Dann heifit z*
lokal bzw. global stabilisierbar mit stetigem Feedback (oder kurz feedback-stabilisierbar),
falls eine stetige Abbildung F : R — U existiert, so dass das geregelte System (4.3) lokal
bzw. global asymptotisch stabil ist. o

Bemerkung 4.5 (i) Falls fp nicht Lipschitz—stetig ist, kénnen mehrere verschiedene Lo-
sungen von (4.3) zu einem Anfangswert existieren. In diesem Fall nehmen wir an, dass alle
diese Losungen die Bedingungen aus Definition 2.4 erfiillen.

(ii) Obwohl hier asymptotische Stabilitét verlangt wird, verwenden wir hier die kiirzere
Bezeichung “feedback—stabilisierbar” statt “asymptotisch feedback—stabilisierbar”. i

Wir werden uns im Verlauf dieser Vorlesung vorwiegend mit Feedback—Stabilisierung be-
schiftigen. Insbesondere wollen wir dabei die folgenden Fragen betrachten und (zumindest
teilweise) beantworten:

e Wann ist ein Gleichgewicht feedback—stabilisierbar?
e Wie kann man ein stabilisierendes Feedback berechnen?

e Was kann man noch aussagen bzw. erreichen, wenn kein stetiges stabilisierendes Feed-
back existiert?

Das Konzept der asymptotischen Kontrollierbarkeit werden wir dabei stets als Hilfsmittel
verwenden, auch wenn es in diesen Fragen nicht explizit auftaucht.

Zunichst zeigen wir, dass asymptotische Kontrollierbarkeit aus Feedback—Stabilisierbarkeit
folgt. Dies zeigt der folgende Satz.

Satz 4.6 Betrachte ein Kontrollsystem mit Gleichgewicht * = 0. Dann gilt: Wenn das
Gleichgewicht lokal bzw. global feedback—stabilisierbar ist, so ist es auch lokal bzw. global
asymptotisch kontrollierbar.

Beweis: Wir beweisen den lokalen und globalen Fall gemeinsam, wobei wir im globalen
Fall N = R? setzen.

Sei 8 € KL aus der Definition der asymptotischen Stabilitdt, die nach Voraussetzung fiir
das geregelte System fr fiir ein geeignetes Feedback F' gilt. Also gilt

le(t, z, F)|| < B[], t) (4.4)

fiir alle x € N und alle ¢ > 0.

Wir setzen nun §(r) := max{||F(z)||||z] < B(r,0)}. Wegen der Stetigkeit von F' ist dies
tatsichlich eine Funktion der Klasse V. Fiir z € N wiihlen wir

ux(t) = F(@(taxaF))
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fiir eine der (moglicherweise mehreren) Losungen von (4.3). Da F und (¢, z, F') stetig sind,
ist u, stetig und damit messbar. Fiir die zugehérige Losung ¢(t, z, u,) von (1.1) gilt

o(t,x,uy) = —i—/o flo(r, x,uy), ugp(T))dr.

Wegen
olt,e, F) = z+ /0 fr(p(r, 7, F))dr
= o4 /0 f(@(r, 2, F), F(p(r,z, F)))dr

= x—|-/0tf((p(7',x,F),Ua:(T))dT

folgt aus Satz 1.4 die Gleichung ¢(t, z,u,) = ¢(t, z, F) fiir alle t > 0. Beachte, dass wir
hier nur die Eindeutigkeit der Losungen von (1.1) bendtigen, nicht die i.A. nicht erfiillte
Eindeutigkeit der Losungen von (4.3).

Also folgt (4.2) aus (4.4). Aus ||p(t, z, F)|| < B(]|z||, 0) folgt dariiberhinaus die Ungleichung
|E(o(t,z, F))|| < d(]|z]]) und damit ||uyl/co < d. Damit folgt die behauptete asymptotische
Stabilitét. N

Bemerkung 4.7 Beachte, dass wir hier Kontrollfunktionen w, konstruiert haben, die
stetig sind, also bei weitem nicht die ganze Klasse der messbaren Kontrollfunktionen
ausschopfen. Dies legt bereits nahe, dass stetige Feedback—Stabilisierung eine echt stéirke-
re Eigenschaft als asymptotische Kontrollierbarkeit ist, was wir spdter noch — an einem
Beispiel — formal beweisen werden. O

Ubungsaufgabe: Betrachte die 1d-Kontrollsysteme

() (t
(t)z(t
(3) @(t) = u®)|z(t)] + 2(¢)

u )2
u )2 + x(t)

Finde heraus, ob diese Systeme asymptotisch kontrollierbar bzw. stabilisierbar mit stetigem
Feedback sind.

Hinweise: (i) Fiir alle drei Beispiele existieren global stabilisierende Feedbacks F, die aber
nicht in jedem Fall stetig sind. Versuche zuerst, solche F' zu finden und gegebenenfalls zu
begriinden, warum diese nicht stetig sein kénnen, und schlieBe dann mit der Technik aus
dem Beweis von Satz 4.6 auf die Existenz bzw. Nichtexistenz von Kontrollfunktionen u,,
die die Bedingungen aus Definition 4.2 erfiillen.

(ii) Beachte, dass 1d-Differentialgleichungen der Form #(t) = f(z) fiir stetiges f : R - R
genau dann global asymptotisch stabil sind, wenn f(z) < 0 fiir z > 0 und f(z) > 0 fiir
x < 0 gilt, was man kurz als f(z)z < 0 fiir © # 0 schreiben kann. Eine Strategie zum
Finden von F in (i) wire also, F' zu suchen, so dass die Ungleichung f(z, F(z))z < 0
erfiillt ist.
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Kapitel 5

Kontroll-Ljapunov—Funktionen

5.1 Definition und &dquivalente Formulierungen

In diesem Kapitel wollen wir ein wesentliches Hilfsmittel bei der Betrachtung von Stabilitét
und Stabilisierbarkeit von Kontrollsystemsn betrachten, die Kontroll-Ljapunov—Funktion.
Dies ist eine direkte Verallgemeinerung der Ljapunov—Funktion fiir unkontrollierte Differen-
tialgleichungen, wobei wir in der Definition allerdings keine Differenzierbarkeit annehmen.

Definition 5.1 Betrachte ein Kontrollsystem (1.1) mit f(0,0) = 0. Eine stetige Funktion
V : R4 = R heiBt lokale Kontroll-Ljapunov-Funktion, falls Funktionen o, ap € Koo, eine
stetige Funktion W : R — R, eine Funktion § € N, eine Umgebung N der 0 und eine
Konstante C' > 0 existiert, so dass W(z) > 0 gilt fiir alle z € cIN, V(z) < C fiir alle
x € N, V(z) = C fir alle z € ON und die Ungleichungen

ar((lz]]) < V() < aa(flzl]) (5.1)

und

inf {V(gp(t,x,u))—i— /0 t W(ap(s,x,u))ds} <V(z) (5.2)

ueU
[lulloo <8(II])
gelten fiir alle z € N und alle ¢ > 0.

Die Funktion V heifit globale Kontroll-Ljapunov—Funktion, falls V und W diese Bedingun-
gen fir N = R% und C = oo erfiillen.

Das Paar (V, W) wird dabei auch als Kontroll-Ljapunov—Paar bezeichnet. O

Bemerkung 5.2 Analog zu Lemma 3.2 kénnen wir annehmen, dass W(z) = g(V(z)) fir
eine Lipschitz—stetige Funktion g : RBL — RBL und alle x € N ist. m

Im differenzierbaren Fall erhilt man eine Bedingung, die &hnlich zu der fiir unkontrollierte
Differentialgleichungen ist.
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Lemma 5.3 Eine stetige Funktion V : R? — R, die auf R?\ {0} stetig differenzierbar
ist, erfiillt die Bedingung (5.2) genau dann, wenn die Ungleichung

iIellf] DV (z)f(z,u) < —W(x) (5.3)
[Tl <s(ll=l)

fiir alle z € N gilt.

Beweisidee: Durch Differenzieren bzw. Integrieren der entsprechenden Ungleichungen;
tatséchlich ist dies wegen des Infimums hier nicht ganz trivial, lisst sich aber mit einigen
technischen Tricks bewerkstelligen. D

5.2 Kontroll-Ljapunov—Funktion < asymptotische Kontrol-
lierbarkeit

Wir formulieren nun die analogen Resultate zu den Satzen 3.4 und 3.7. Die zugehorigen
Beweise werden wir nicht komplett ausformulieren, aber zumindest skizzieren.

Satz 5.4 Betrachte ein Kontrollsystem (1.1) mit f(0,0) = 0. Angenommen, es existiert
eine lokale (bzw. globale) Kontroll-Ljapunov—Funktion V' im Sinne von Definition 5.1.
Dann ist das Gleichgewicht z* = 0 lokal (bzw. global) asymptotisch kontrollierbar.

Hierbei ist die Vergleichsfunktion 8 € KL aus Definition 4.2 gegeben durch

B(r, 1) = cay (u(t, az(r)), (5.4)
wobei u die Losung des eindimensionalen Anfangswertproblems
d
) =—g(ult,r)),  u(0,r)=r (5.5)

ist mit g aus Bemerkung 5.2 ist und c eine beliebige Konstante mit ¢ > 1 ist.

Beweisidee: Die Beweisidee verlduft dhnlich wie beim Satz 3.4, wobei hier zusédtzlich noch
eine passende Kontrollfunktion gew&hlt werden muss. Dazu wihlt man ein A > 0 und die
Folge von Zeiten t; = iA fiir ¢ € N. Nun konstruiert man induktiv eine Kontrollfnktion wu,
wir folgt: Fiir zo := x wahlen wir eine Funktion ug, so dass das Infimum in

inf {V( (A, 20, 1) /W (s, 70, u ))d}

ueU
[lulloo <8(II])

zumindest approximativ angenommen wird. Wir setzen 1 = ¢(A, zg, ug) und berechnen
fiir 1 eine Kontrollfunktion u; nach dem selben Prinzip, setzen zo = (A, z1,u;) und so
weiter. Die so berechneten Kontrollfunktionen setzen wir gemifl der Regel u,(t) = w;(t—1t;)
fiir ¢ € [t;, ti+1] zu einer Kontrollfunktion u, zusammen. Die zugehéorige Trajektorie erfiillt
dann (fiir hinreichend kleines A) approximativ die Gleichung

V(p(t, 2, uz) < Vi(z) + /0 W (o (s, 2, uz))ds,

womit wir wie im Beweis von Satz 3.4 fortfahren konnen. {1

Als néchstes betrachten wir eine Umkehrung von Satz 5.4.
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Satz 5.5 Betrachte ein Kontrollsystem (1.1) mit f(0,0) = 0. Wenn das Gleichgewicht
x* = 0 lokal (bzw. global) asymptotisch kontrollierbar ist, dann existiert eine lokale (bzw.
globale) Kontroll-Ljapunov—Funktion V' im Sinne von Definition 5.1.

Beweisskizze: Die Konstruktion ist ganz &hnlich zum Beweis von Satz 3.7; wie dort
beschrénken wir uns auf den globalen Fall. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass §(r) =
C' aus Definition 4.2 eine konstante Funktion ist (der allgemeine Fall erfordert diverse
technische Vorbereitungen, die hier zu weit fithren wiirden). Wir wahlen W wie W im
Beweis von Satz 3.7 und definieren

uel
[lulloo <

V(z):= inf /000 W(p(s,z,u))ds.

Die oberen und unteren Schranken «; und s leitet man analog zum Beweis von Satz 3.7
her. Auflerdem gilt

V(z) = 1I€1£ / W(p(s,z,u))dts
lulloxc 0

uel
[lullco<C

~ i {/OtW(go(s,x,u))ds—i-/tooW(go(s,x,u))ds}

uel
[lullco<C

~ i {/OtW(go(s,x,u))ds—i-/OOOW(ap(s,go(t,x,u),u(t—i--)))ds}

¢
>t { [ Wt a i+ vieta )},
ueU 0
[lullco<C
also gerade die behauptete Ungleichung. Mit etwas mehr Aufwand lasst sich hier sogar

Gleichheit beweisen, also

¢
v =t { [ Wletsoudss Viewou),
ue
lullso<c 0
und mit Hilfe dieser Ungleichung beweist man Stetigkeit von V: Sei ¢ > 0 vorgegeben.
Dann kénnen wir fiir jedes x € R? und jedes t > 0 eine Kontrollfunktion u,; € U mit

||ulco < C finden, so dass

Viz) = inf { /OtW(go(s,x,u))ds—i-V(go(t,x,u))}

ueU
[lullco<C

t
> / W (95, 2 g 0))ds + V (p(t, 7, g g)) — €
0

gilt. Beachte, dass ¢(t, z, uz+) gegen Null konvergiert, da ansonsten das Integral iiber W
unendlich wird, was nicht sein kann, da V(z) endlich ist. Fiir gegebenes R > 0 wihlen wir
nun £ so klein und ¢ > 0 so grof, dass

lo(t, z,uzp)| <€ und a2(28) <e
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gilt fiir alle z mit ||z|| < R. Fiir z,y € R? mit ||z|| < R und |jy|| < R folgt dann

ueU
lullco<C

Vi)—V(y) < inf { /OtW(gp(s,x,u))ds—l—V(gp(t,x,u))}

uel
lullco<C

— inf {/OtW(go(s,y,u))ds-i-V(@(tayau))}

< /0 W(p(s,x,uys))ds + V(p(t, z,uyy))
—AWWﬂa%%mm—ku%wgww
< ALWﬂa%%»wWWﬂamem++vww%%gww

Falls nun ||z — y/|| klein ist, folgt aus Gronwalls Lemma, dass auch

(T, 2, uye) — o7, y, uy,0) |

fiir 7 € [0, t] klein ist. Falls also ||z — y|| hinreichend klein ist, erhalten wir

t
l/Ww@%%m—Www%%mmSe
0

und
ot 2wy )| < 1ot v, g + & < 2.

Aus dieser zweiten Ungleichung folgt
V(e(t, z,uys)) < ca(lle(t, 2, uyp)|l) < 2(26) <e.
Also gilt fiir  hinreichend nahe an y die Ungleichung
V(z)—V(y) < 3e,
woraus aus Symmetriegriinden die Ungleichung
[V(z) = V(y)| <3¢

folgt. Da & > 0 beliebig war, folgt also die Stetigkeit von V. a

Beachte, dass wir hier — im Gegensatz zum Beweis von Satz 3.7 — keine Lipschitz—
Stetigkeit erhalten. Es gibt allerdings (sehr komplizierte) Konstruktionen, mit denen man
die Existenz Lipschitz—stetiger Kontroll-Ljapunov-Funktionen beweisen kann. Allerdings
ist selbst fiir Lipschitz—stetige V' der Satz 3.10 nicht anwendbar, da das “inf” vor der
Ableitung die Anwendung dieses Satzes verhindert.

Ein Beispiel einer Kontroll-Lyapunov—Funktion werden wir im n&chsten Kapitel kennen
lernen.



Kapitel 6

Eine explizite Formel fiir
stabilisierende Feedbacks

In diesem Kapitel werden wir eine explizite Formel fiir stabilisierende Feedbacks betrach-
ten, die immer funktioniert, vorausgesetzt es existiert eine zwei mal stetig differenzierbare
Kontroll-Ljapunov-Funktion fiir die die Funktion 6 € A mit §(0) = 0 gewihlt werden
kann. Eine solche Formel gibt es allerdings nicht fiir allgemeine Kontrollsysteme der Form
(1.1), weswegen wir uns auf eine Teilklasse einschrinken miissen.

Wir betrachten in diesem Kapitel kontroll-affine Kontrollsysteme. Diese sind gegeben durch
#(t) = f(x(t),ult) = fo(z(t) + > fulz)ur(z) (6.1)
k=1

mit z € R® und u = (uy,us,...,un)t € U = R™, wobei die f; lokal Lipschitz stetige
Abbildungen von R™ nach R"™ sind.

Wir betrachten zunéchst, welchen Konsequenzen diese Form auf die Existenz von Kontroll—
Ljapunov-Funktionen hat.

6.1 Feedbacks und Kontroll-Lyapunov—Funktionen

Wir betrachten in diesem Kapitel stetige Feedbacks F' : R™ — R™, die die folgende An-
nahme erfiillen.

F ist Lipschitz—stetig auf R"™ \ {0} und erfiillt F(0) =0 (6.2)

Die Bedingung F'(0) = 0 kann hierbei 0.B.d.A. angenommen werden, ansonsten transfor-
mieren wir f und F mittels f(z,u) = f(z,u+ F(0)), F(x) = F(z) — F(0).

Fiir diese Abbildungen gilt der folgende Satz.

Satz 6.1 Betrachte ein kontroll-affines Kontrollsystem (6.1). Sei F' : R™ — ein stetiges
Feedback, das (6.2) erfiillt und fiir das die Differentialgleichung

&(t) = fr(z(t) := f(x(t), F(x(t)))

35
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global asymptotisch stabil ist. Dann gibt es eine globale Kontroll-Lyapunov-Funktion V,
die auf R™ \ {0} zwei mal stetig differenzierbar ist und fiir die die Funktion § € N mit
5(0) = 0 gewéhlt werden kann.

Beweis: Wegen der kontroll-affinen Struktur ist fr lokal Lipschitz stetig auf R™ \ {0}.
Durch die Multiplikation mit einer hinreicheichend “flachen” und Lipschitz stetigen Funk-
tion (||z|) mit 4(0) = 0 und (r) < 1 fiir alle 7 > 0, kann man erreichen, dass fr(z) :=
v(|lz||) fr(x) lokal Lipschitz stetig auf ganz R™ ist. Die asymptotische Stabilitdt tibertragt
sich dabei von fr auf fp, wobei man u.U. die Vergleichsfunktion 3 € KL anpassen muss.
Nach Satz 3.7 existiert dann eine stetige und auf R™ \ {0} zwei mal stetig differenzierbare
Lyapunov-Funktion fiir die iiber fr definierte Differentialgleichung. Wegen

~W(z) 2 DV () fr(z) = DV (x) fr(z)
ist V' auch eine Ljapunov Funktion fiir fr. Mit

o(r) == sup{[[F(z)[| | [|=]| <7}

gilt dann
inf  DV(z)f(x,u) < DV () f(z, F(z)) = DV (z) fr(z) < =W (z).
IIUIlgé(IIxII)
Also ist V die gesuchte Kontroll-Ljapunov—Funktion. a

Bemerkung 6.2 Tatsédchlich kann man Satz 6.1 dahingehend verschirfen, dass man die
Existenz einer auf ganz R"™ stetig differenzierbaren Funktion V beweisen kann. Hierzu
wihlt man eine differenzierbare Koo—Funktion a und setzt V(z) = a(V (2)). Wenn die
Funktion « hinreichend kleine Ableitungen in der Néhe von 0 besitzt, so folgt DV (z,) =
o (V(xn))DV () — 0 fiir z,, — 0, woraus man die Differenzierbarkeit in x = 0 folgern
kann. Solch ein « kann explizit konstruiert werden, was wir hier aus Zeitgriinden aber nicht
durchfithren kénnen. m

6.2 Eine Feedback—Formel

Das Ziel in diesem Abschnitt ist es, eine Umkehrung von Satz 6.1 zu beweisen, dass ndmlich
aus der Existenz einer Kontroll-Ljapunov—Funktion mit den dortigen Eigenschaften die
Existenz eines stabilisierenden Feedbacks folgt. Wir werden aber noch etwas mehr als
einen abstrakten Existenzbeweis fithren, denn man kann sogar eine explizite Formel fiir
F' angeben. Diese Formel ist in der Literatur als universelle Formel oder — nach ihrem
Erfinder E.D. Sontag — Sontag—Formel bekannt.

Im Prinzip ldsst sich dies fiir Systeme der Form 6.1 durchfithren, um die Rechnungen zu
vereinfachen beschrinken wir uns in diesem Abschnitt aber auf den Fall m =1, d.h.

f(z,u) = fo(z) + fi(z)u.

Fiir diese Systeme gilt der folgende Satz.
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Satz 6.3 Betrachte ein kontroll-affines Kontrollsystem (6.1) mit m = 1. Sei V eine ste-
tig differenzierbare und auf R™ \ {0} zwei mal stetig differenzierbare globale Kontroll-
Lyapunov-Funktion fiir die die Funktion 6 € /' mit §(0) = 0 gewiihlt werden kann. Dann
ist F' gegeben durch F'(0) = 0 und

DV(@)fola) + (V@) + (v aw)’

DV (z) fi(z)
0 falls DV (z) fi(xz) =0

F(z) = falls DV (z) fi(x) # 0

fiir  # 0 ein stetiges Feedback, das (6.2) erfiillt und fiir das die Differentialgleichung

&(t) = fr(z(t) := f(x(t), F(x(t)))

global asymptotisch stabil ist.

Beweis: Wir betrachten zunéchst die Abbildung

a+ Va2 + b?

Y(a,b) = ,

und die Menge
S :={(a,b) € R?|b> 0 oder a < 0}.

Wir zeigen, dass ¢ : S — R eine differenzierbare Abbildung ist. Dies folgt aus dem impli-
ziten Funktionensatz, da 1 definiert werden kann mittels ¢(a, b, ¢ (a,b)) = 0 fiir

¢(a, b, p) = bp® — 2ap — b.
Die Funktion ¢ ist auf S differenzierbar und die Ableitung

¢
had — %bp — 2
o (a,b,p) = 2bp — 2a

hat in einer (hinreichend kleinen) offenen Umgebung der Menge (a, b, 1(a, b)) vollen Rang:
falls b = 0 ist, gilt 2bp — 2a = —2a > 0 falls b = 0 und falls b # 0, gilt

2bh(a,b) — 2a = 2a + 2v/ a2 + b2 — 2a = \/a? + b2 > 0.

Dabher ist der implizite Funktionensatz anwendbar und ¢ ist differenzierbar.

Wir zeigen nun zunichst die Lipschitz—Stetigkeit von F' auf R™ \ {0}. Wir kénnen F' mit
Hilfe von % als

F(z) = =DV (2) fi(2)$(DV (z) fo(z), DV (z) f1(2)?)

schreiben. Falls  # 0 und DV (z)fi(z)?> = 0 ist, muss — wegen inf, DV (x)f(x,u) <
—W(x) < 0 — die Ungleichung DV (z) f(z,u) < 0 gelten. Also gilt

(DV (z) fo(z), DV (z) f1(x)*) € S
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fir 2 # 0, weswegen ¥(DV (z)fo(z), DV (z)fi(z)?) und damit auch F auf R™ \ {0} aus
Summen von Produkten Lipschitz—stetiger Funktionen besteht und damit selbst Lipschitz—
stetig ist.

Wegen

DV(@)r(z) = DV(@) fole) + DV () A} (@) = | (DV(@) e + (DV (@)’

ist V eine Ljapunov—Funktion fiir fr mit

W) = ¢ (Dv@ o) + (DV@)h)

woraus die globale asymptotische Stabilitét folgt.

Es bleibt die Stetigkeit von F' in = 0 zu zeigen, wegen F'(0) = 0 ist also zu zeigen,
dass F(z,) — 0 gilt fiir jede Folge z,, — 0. Da V in 0 ein lokales Minimum besitzt folgt
DV (0) =0, also DV (x,) — 0 fiir z,, — 0. Wir unterscheiden nun zwei Fille:

1. Fall: Falls DV (z) fo(z) > 0 ist, betrachte die Ungleichung

DV (x)fo(z) + 11615 DV (z)fi(z)u = 1I€1£ DV (x)f(z,u) < —W(z) <0.
[Tl <s(ll=]) ||u||;5(||96||)
Das Infimum im ersten Summanden wird hier entweder fir v = §(z) oder u = —d(z)

angenommen und ist in jedem Fall gleich —d(z)|DV(z)fi(z)|. Also erhalten wir unter
Ausnutzung von DV () fo(x) > 0 die Ungleichung

|DV (2) fo(z)| — ()| DV (2) fi(x)| = DV (z) fo(x) — 6(2)| DV (z) f1(z)| < 0.

Daraus folgt
|DV () fo(z)| < 6(x)| DV (z) f1(x)]

und wegen

DV(@)fule) +\/ (DV(@) o)) + (DV() @) < 2DV (@) o)+ (DV () (o))

ergibt sich

o) < 22V @o(@n) (DV@) hi()

2. Fall: Falls DV (z) fo(x) < 0 ist, gilt

DV(@)i(e) +/ (DV (@) 7o) + (DV)i@) < (DY)

also

) (Dvi)h)”

= DV@A®@)] = [DV(z) fi(x)| < o([lz]]) + DV (2) fr(2)],
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d.h. wir erhalten die gleiche Abschétzung wie in Fall 1.
Fir z,, — 0 folgt damit
[F(2n)| < 6(l|nll) +[ DV (2n) fi(2a) [ = 0.
—_—— N —

—0 —0 beschrankt

Dies beendet den Beweis. [l

Bemerkung 6.4 Im allgemeinen Fall (d.h. m > 1) erhélt man fiir die i-te Komponente
des Feedbacks F': R™ — R die Formel

Fi(z) = =DV (x) fi(a) ¥ (Dv<x>f0<x>, Z(Dwx)fi(x))z)

k=1

fiir x # 0 und F(0) = 0, mit ¢ aus dem Beweis von Satz 6.3. O
Wir beenden dieses Kapitel mit einem Beispiel.

Beispiel 6.5 Betrachte die mathematische Pendelgleichung, bei der der Nullpunkt dem
aufgerichteten Pendel entspricht

I(t) = w(t)

o(t) = —kov(t) —sin(I(t) + 7),

vgl. (2.4).

Wir addieren nun eine Kontrollvariable in der zweiten Komponente, also

i) = w(t)
o(t) = —kv(t) —sin(d(t) + 7) + u,
was physikalische einer Kraft entspricht, mit der die Winkelgeschwindigkeit beeinflusst
werden kann, z.B. durch einen Motor an der Drehachse.
Betrachte die Funktion .
V(d,v) =5 ((19 +v)? + 192),

die nach oben und unten durch geeignete K., Funktionen abgeschitzt werden kann. Fiir
diese Funktion gilt

DV (9,v)f((¥,v),u) = (20 + v)v + (v + I)(—v + sin(¥) + u).

Wir zeigen, dass dies eine Kontroll-Lyapunov—Funktion fiir das gegebene System ist, indem
wir geeignete u wihlen, so dass die Ableitungsbedingung erfiillt ist:

Falls |9 4+ v| > ||(9,v)||/2 ist, wéhlen wir

(29 +v)v

9o — (9 +v)

u=uv—sin(J) —
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und erhalten damit

DV(0,)£((9, 0),w) < (9 +0)* < |9, )
Falls |9 + v| < ||(9,v)]]/2 ist, folgt (9 + v)2 < ||(¥,v)]|?/4 und damit

9% 4+ 200 + 02 <

(9?2 +0v?),

=~ =

also 3
200 < — 2118, 0)|1

In diesem Fall setzen wir

u = sin(¥)

und erhaten
DV (9,v)f(¥,v),u) < (20 +v)v+ (v+9)(—v) =dv < —gH(ﬁ, )|

Damit ist V' eine Kontroll-Lyapunov—Funktion fiir das System mit (0) = 0. o

Ubungsaufgabe: Berechne das stabilisierende Feedback gemiB Satz 6.3.



Kapitel 7

Eine notwendige Bedingung fiir
stabilisierende Feedbacks

In diesem Kapitel werden wir “Brocketts Bedingung” (nach R. Brockett) herleiten, die
immer dann gelten muss, wenn ein stabilisierendes stetiges Feedback existieren. Diese Be-
dingung ist sehr einfach zu iiberpriifen, weswegen man mit ihr leicht erkennen kann ob sich
die Suche nach einem stetigen stabilisierenden Feedback fiir ein Kontrollsystem {iberhaupt
lohnen kann.

7.1 Brocketts Bedingung

Wir wollen hier ein einfacheres Kriterium herleiten, das eine notwendige Bedingung fiir
Stabilisierbarkeit liefert, die man direkt mit Hilfe des Vektorfeldes f(z, u) tiberpriifen kann.
Diese Bedingung beruht auf der Beobachtung aus dem folgenden Lemma.

Lemma 7.1 Betrachte ein gewthnliche Differentialgleichung (2.1) im R™ mit mit lokal
asymptotisch stabilem Gleichgewicht z* = 0. Dann enthélt die Menge

fR™) :={y e R" |y = f(z) fir ein x € R"}

eine Umgebung B;(0) der Null.
Ein eleganter und mathematisch préziser Beweis findet sich z.B. in [3, Abschnitt 5.9].

Satz 7.2 Betrachte ein Kontrollsystem (1.1) im R™ mit mit f(0,0) = 0. Angenommen,
es existiert ein (lokal) stabilisierendes Feedback F : R® — U, so dass f(z, F(z)) lokal
Lipschitz—stetig ist. Dann enthé&lt die Menge

FR"U):={yeR"|y= f(z,u) fir ein z € R" und ein u € U}
eine Umgebung B;(0) der Null.

41
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Beweis: Dies folgt sofort aus Lemma 7.1 wegen f(R",U) C f(R", F(R"™)). D
Beispiel: Betrachte das 3d System mit 2d Kontrolle

X1 (t) = u (t
i) (t) = UQ(t
z3(t) = wa(t)us(?)

Man sieht leicht, dass kein Punkt der Form (0, r,¢) mit € # 0 und r € R beliebig im Bild
von f liegt.

Dieses Beispiel ist keine mathematische Spielerei, sondern modelliert ein lenkbares Fahr-
zeug mit Lenkerausschlag 6 = z1 und Position (z1, z2) = (x2 cos(0) + x3 sin(0), z2 sin(f) —
x3 cos(f)). Systeme dieser Art werden nichtholonome Systeme genannt und treten typi-
scherweise in der Modellierung von Fahrzeugbewegungen auf.

Brocketts Bedingung ist eine notwendige Bedingung, was bedeutet, dass es sein kann, dass
diese Bedingung erfiillt ist, obwohl fiir das System kein stetiges Feedback existiert. Ein
Beispiel dafiir betrachten wir im folgenden Abschnitt.

7.2 Beispiel: Artstein’s Kreise

Das folgende (kontroll-affine) Beispielsystem mit U = R stammt von Z. Artstein.

#i(t) = (—xl(t)2+x2(t)2 u(t)

7.1
i) = (~2m(aa(t) Ju(t o

Beachte, dass Brocketts Bedingung erfiillt ist: Fiir v = (vy,v9)? mit vy # 0 wihlen wir

2
r1=1 2=+ \/Z—é +1(=r3-1= —2{Lxs, beachte, dass z3 # 0 ist) und u = —g%.

Damit ergibt sich

o =u( 1) = (ECED ) - (
—2.282 —21}722(—2.282) V2
Fiir vo9 = v; = 0 wihlen wir u = 0 und z beliebig und fiir v = 0 und vy # 0 wihlen wir
x1 =0, 9 = y/|v1| und u = sgn(vy).

Somit lisst sich jeder Vektor v € R? als Bild von f darstellen; insbesondere ist Brocketts
Bedingung erfiillt.

Um zu zeigen, dass das System nicht mit stetigem Feedback stabilisierbar ist, betrachten
wir die Losungstrajektorien, die sich fiir dieses System relativ genau beschreiben lassen:
Betrachte einen Anfangswert z = (x1, ). Wir setzen

lz||?/222, x2 >0
—||z||?/222, 2 <0

0, o =0und 1 =0

00, o =0und 1 # 0

r=r(x)=
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Dann sind die Losungen zu diesem Anfangswert gegeben durch

(rsin(¢, (¢, Yo, u)), —r cos(¥y(t, o, w)) + 1)L, 29 >0

_ (TSil’l(T/}r(t, w()au))’ TCOS(w(ta w()au)) - T)Ta T2 < 0
o(t,z,u) = 0, zo=0und z; =0
( oo(ta 7/10, u)a O)Ta z2 = 0 und z; 7é 0

wobel ¥,(-, ¥, u) : R — R und ¢ (+, 0, u) : R — R die Losungen der 1d Kontrollsysteme
$() = gr (4, w) = u(t)r (cos((1)) ~ 1)
mit Anfangsbedingung rsin(ig) = x1 bzw.
oo (t) = goo(th, u) = —u(t)y(t)*
mit Anfangsbedingung 1y = x1 sind. Wegen der Periodizitét von Sinus und Cosinus kénnen

wir im Falle r < oo 9y € [~7, 7] annehmen. Der Nullpunkt z = (0,0)7 entspricht dann
gerade dem Punkt ¢y = 0. Einige dieser Losungen sind in Abbildung 7.1 dargestellt.

Abbildung 7.1: Einige Lésungen von System 7.1

Beachte, dass man die hier dargestellten Losungskurven nicht verlassen kann, egal wie u
gewdhlt wird; man kann lediglich die Richtung und die Geschwindigkeit beeinflussen, mit
der diese Kurven durchlaufen werden.
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Wir wollen nun beweisen, dass es kein stetiges Feedback geben kann, das dieses System
stabilisiert, nicht einmal lokal. Wir nehmen dazu an, dass mit F : R? — R ein lokal
stabilisierendes stetiges Feedback gegeben ist.

Wiéhle ein r > 0 so klein, dass der zugehérige Losungskreis ganz in der Umgebung N liegt,
in der das mittels F' geregelte System asymptotisch stabil ist. Fiir die durch

F(y) = F(rsin(¢), —rcos(y) + 1))

gegebene Abbildung F' : [—7, 7] — R gilt dann, dass die Losungen ¢(t, z, F') des mittels
geregelten Systems fiir Anfangswerte x = (21, x2) mit z2 > 0 und r(x) = r von der Form

o(t,z, F) = (rsin(y,(t, vo, ﬁ)), —r cos(Yr(t, vy, ﬁ)) + )7

mit rsin(¢) = x; sind. Aus der angenommenen asymptotischen Stabilitdt folgt die Kon-
vergenz ¢(t, =, F) — 0 und [[¢(t, z, F)|| < C||z||, woraus fiir ¢ hinreichend nahe bei 0 die
Konvergenz 1,(t, 1o, F') — 0 folgt. Da v eindimensional ist, miissen in einer Umgebung
der Null also die Bedingungen

gr(waﬁ:@ﬂ)) <0 firy >0 )
gr(V,F(y)) >0 fiir¢ <0 .

gelten. Wiederum wegen der Periodizitdt von Sinus und Cosinus gilt

gr( + 21, F(¢ +2m)) = g,(v, F(¥))

fiir alle ¢» € R. Also folgt aus (7.2), dass eine Umgebung von ¢* = 27 existiert, so dass

gr (¥, E(Tﬂ)) <0 firy >27w (7.3)
gr(Y, F(¢)) >0 fiir ¢y <27 :

gilt. Aus (7.2) und (7.3) folgt, dass ein € > 0 existiert, so dass
gr(e, F()) <0 und g,(2m — &, F(2m —¢€)) > 0

ist. Da g, (%, ﬁ(w)) stetig in v ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz ein § € [e, 27 —&]| mit
g-(&, F(£)) = 0. Daraus folgt, dass auch f(z1, F') = 01ist fiir x; = (rsin(§), —r cos(§)+r)) #
0, also ist z1 ein Gleichgewicht und es folgt

o(t,z1) = x; fiir alle t > 0. (7.4)

Da z; aber auf dem zu r gehorigen Losungskreis liegt, liegt 1 € N. In diesem Bereich ist
das geregelte System aber asymptotisch stabil, also folgt ¢ (¢, 1) — 0, was ein Widerspruch
zu (7.4) ist. Also kann F' nicht existieren.



Kapitel 8
Sampling

Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dass stetige stabilisierende Feedbacks nicht immer
existieren. In diesem Kapitel wollen wir zunéchst ein Losungskonzept fiir unstetige Feed-
backs einfithren, das auch fiir unstetige Feedbacks zu mathematisch sinnvollen Lésungen
fihrt.

8.1 Sampling—-Lésungen
Wir definieren nun das angekiindigte Losungskonzept.

Definition 8.1 (i) Eine Folge von Zeiten
t:(ti)iENo mit 0=1%) <t <ta <...

heilt Sampling-Folge, falls t; — oo fiir 1 — oo und A¢ := sup,ey, (tit1 — ;) < oo ist. Die
Zahl A¢ heiit Sampling—Rate.

(ii) Betrachte ein Kontrollsystem (1.1). Sei F': R™ — U eine beliebige Abbildung, die die
Abschitzung ||F(z)| < 6(||z||) fiir ein 6 € N und alle z € R™ erfiillt. Zu einer gegebenen

Sampling—Folge t definieren wir die Sampling-Léisung des Anfangswertproblems #(t) =
f(z(t), F(z(t)), (0) = xo fiir t > 0 induktiv mittels

oi(t, zo, F) = @(t — t;, z;, F(x;)) fur alle ¢t € [t;, t;y1]

wobei ¢(-, z;, F(z;)) die Lésung von (1.1) mit Anfangswert x; := 4(t;, o, F') und konstan-
ter Kontrollfunktion u(t) = F(x;) bezeichnet. o

Beachte, dass — unter unseren Standard-Voraussetzungen an (1.1) und wegen der Be-
schrinktheits—Annahme an F' — die Losung ¢y fiir jede Sampling—Folge t eindeutig exi-
stiert, unabhéngig von den sonstigen Regularitéitseigenschaften des Feedbacks F'.

Neben diesem mathematischen Vorteil hat diese Art der Definition aber auch eine sehr pra-
xisnahe Interpretation: In der modernen Regelungstechnik werden Feedbacks zur Regelung
nicht mehr nur als analoge elektronische Schaltungen sondern immer 6fter mittels digitaler
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Computer implementiert, da diese zum einen inzwischen billig und iiberall verfiighar und
zum anderen flexibel programmierbar sind. Aufgrund der Arbeitsweise digitaler Computer
ist es allerdings nicht moglich, das Feedback F' fiir jeden Punkt z(t) auf der Trajekto-
rie auszuwerten; statt dessen muss man sich von vornherein auf eine endliche Anzahl von
Auswertungen an Punkten z(t;) beschrinken, was exakt der obigen Definition entspricht.
Aus praktischen Griinden werden also auch konventionelle stetige Feedbacks heutzutage
oft mittels Sampling implementiert.

8.2 Stabilitdt und Sampling

Wenn man Feedbacks entwerfen bzw. berechnen will, so dass die Sampling—Ldsungen (in
geeignetem Sinne) asymptotisch stabil werden, so steht man vor der prinzipiellen Entschei-
dung, ob man das Feedback F' unabhéngig von der Sampling—Folge t oder in Abhéngigkeit
davon definieren soll. In der Praxis ist es i.A. vorteilhaft, das Feedback F' unabhingig
von t zu entwerfen, hier werden wir nur die zweite Variante verfolgen, da sich dadurch
die benstigten mathematischen Hilfsmittel deutlich vereinfachen. Wir beschrénken uns zu-
dem auf Sampling—Folgen mit konstanten Sampling—Intervallen, d.h. auf Folgen mit der
Eigenschaft t;11 —t; = A, also t; = ¢A. Wir bezeichnen diese Folgen mit ta.

Wir verwenden die folgende Definition; wiederum zur Vereinfachung beschréinken wir uns
auf den globalen Fall, der hier allerdings semiglobal heif3t.

Definition 8.2 Betrachte ein Kontrollsystem (1.1) mit f(0,0) = 0. Wir sagen, dass eine
Familie von Feedbacks Fa : R — U fir A € (0, A*] das Gleichgewicht z* = 0 des
Sampling—Systems semiglobal praktisch asymptotisch stabilisiert, falls eine Funktion 3 €
KL existiert, so dass fiir je zwei Konstanten R > ¢ > 0 ein Ay > 0 existiert, so dass fiir
alle A € (0, Ag] die Sampling-Losungen ¢y, (¢, z, Fa) die Abschitzung

lpea (t 2, Fa)|| < max{B([|z|/,?), e}
fiir alle ¢ > 0 und alle Anfangswerte € R™ mit ||z|| < R erfiillt. o

Der Begriff “semiglobal” bezieht sich hierbei auf die Konstante R, der Begriff “praktisch”
auf die Konstante €. Je weiter entfernt der Anfangswertes von x* = 0 ist und je néher man
dem Gleichgewicht z* = 0 kommen will, desto feiner muss man die Sampling—Folge wihlen,
d.h. desto 6fter muss man F' auswerten. Tatséchlich ist es unter gewissen Voraussetzungen
an (1.1) moglich, auch mit konstantem A “echte” asymptotische Stabilitét des Sampling—
Systems zu erhalten, wie im folgenden Beispiel.

Beispiel 8.3 Betrachte das System (7.1). Wir setzen

1, X1 ZO
FA(x) _{ -1, 1 <0

Mit dieser Wahl wird das System global asymptotisch stabil fiir jedes A > 0, d.h. wir errei-
chen sogar echte asymptotische Stabilitat fiir die Sampling—Losungen. Der Grund hierfiir
ist, dass diese Wahl von F' tatsichlich zu einer konstanten Steuerstrategie F'(x(t)) fiihrt,
da die Sampling-Losungen des Systems die “Schaltlinie” x; = 0 niemals kreuzen. Daher
ist die Lange A der Sampling—Intervalle fiir dieses System unerheblich. O
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Fiir andere Systeme kann man natiirlich nicht erwarten, dass das Feedback F' konstant
entlang der Losungen ist. Deswegen ist die semiglobale praktische Stabilitéit aus Definition
8.2 i.A. das Beste, was man mit Sampling erreichen kann.

8.3 Sampling und Ljapunov—Funktionen

Ebenso wie bei stetigem Feedback kénnen auch fiir unstetiges Feedback Ljapunov Funk-
tionen als Hilfsmittel zur Konstruktion stabilisierender Feedbacks verwendet werden. Die
folgende Definition liefert das zu Definition 8.2 passende Konzept.

Definition 8.4 Betrachte ein Kontrollsystem (1.1) mit f(0,0) = 0. Eine Familie von ste-
tige Funktion VA : RY — R fiir A € (0, A*] heifit semiglobale praktische Familie von
Ljapunov-Funktionen, falls Funktionen o, ag € Ko, eine stetige Funktion W : R — R
und eine Funktion § € N existieren, so dass W(z) > 0 gilt fiir alle z € R™ \ {0}, die
Ungleichungen

ar(f[zl) < Va(z) < aa(]]]) (8.1)

fiir alle A € (0, A*] erfiillt sind und fiir alle Konstanten Cy > C; > 0 ein Ay > 0 existiert,
so dass die Ungleichung

Hellfj Va(e(A, z,u)) < max{Va(xz) — AW (z), C1} (8.2)
[Tl <s(ll=])
gilt fiir alle z € R™ mit Va(z) < Cs, alle t > 0 und alle A € (0, Ag]. 0

Beachte, dass das u in (8.2) ein konstanter Kontrollwert aus U und keine messbare Kon-
trollfunktion aus ¢/ ist. Da die Losung ¢(A, x, u) stetig von u € U abhéngt, ist das Infimum
in (8.2) tatséchlich ein Minimum.

Der folgende Satz zeigt, dass wir aus den Ljapunov-Funktionen VA stabilisierende Feed-
backs im Sinne von Definition 8.2 erhalten kénnen.

Satz 8.5 Betrachte ein Kontrollsystem (1.1) mit f(0,0) = 0. Sei Va fir A € (0, A%
eine semiglobale praktische Familie von Ljapunov—Funktionen. Dann ist die Familie von
Feedbacks Fa definiert durch

VA(SO(AV%’FA('%'))) = %u}} VA(SO(AV%’U))

€
[lull<s(li=1)

eine Familie von semiglobal praktisch asymptotisch stabilisierenden Feedbacks im Sinne
von Definition 8.2.

Beweis: Analog zum Beweis von Lemma 3.2 kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass W (z) >
g(Va(x)) fur ein geeignetes stetiges g : Ry — Rg mit g(r) > 0 fiir » > 0 ist. Tatséchlich
kann g unabhéngig von A gewihlt werden, da alle VA durch die gleichen K ,—Funktionen
a1 und a9 beschriankt sind.
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Seien nun R > ¢ > 0 gegeben. Wir withlen Cy = a(R) und C; = aj'(g/2), betrachten
das zugehorige A aus Definition 8.4 und wéhlen ein beliebiges A € (0, Ag]. Dann gilt fiir
alle z € R™ mit ||z|| < R die Ungleichung Va(z) < as(]|z]]) < aa(R) = Cs, also folgt aus
der Definition von Fa und (8.2) die Ungleichung

Va(p(A, z, Fa(x))) < max{Va(z) = Ag(Va()), C1}-
Betrachte nun die Funktion u(r,t), die definiert ist durch u(r,0) = r und

ulr,t+71) = p(r,t) — 7 i[(I)lfA ]g(u(r, t+s)) fiir alle 7 € (0, Ag]
s€(0,A0

Diese Funktion ist offenbar streng monoton fallend in ¢ und konvergiert gegen 0:
Nehmen wir an, dass lim;_,o p(r,t) =: v > 0 ist. Wir wéhlen ein g9 > 0. Dann folgt fiir
jedes € € (0,e¢] und alle ¢ > 0 mit u(r,t) <+ + ¢ die Ungleichung

M(ra i+ A) = M(ra t) —A inf 9(#(7’, i+ 8))
SE[O,Ao]

< M(ra t) -A inf g(’l’)
T€[Y,7+¢€0]
=:a0>0
= p(r,t)—Aap < v4+e—Aap

Fir e < Aaqg folgt also p(r,t + A) < ~, was zu einem Widerspruch fithrt. Also gilt
limy o0 pu(r, t) = 0, weswegen pu € KL ist.

Aus der Definition von p folgt mittels Induktion fiir t = (iA);en, die Ungleichung

Va(pi(t, z, Fa)) < max{pu(Va(z),t), C1}

fiir alle ¢ = iA und alle z € R” mit ||z| < R. Daraus folgt mit ||z| < a;'(Va(z)) und
Va(z) < ag(||z]|) und fir B(r,t) := a7 *(u(ae(r),t)) € KL die Ungleichung

lpe(t, 2, Fa))ll < max{oq (u(ez(lz]), 1), a7 (C1)} = max{B(||z],t), ¢/2}

fiir t = iA. Wegen der Stetigkeit von || (¢, z, FA))|| gilt diese Abschétzung fiir hinreichend
kleines A > 0 auch fiir beliebige ¢ in den Zwischenintervallen [¢A, (i + 1)A], wenn wir £/2
durch ¢ ersetzen und 8 durch Cg fiir eine geeignete Konstante C' > 0 ersetzen. Damit folgt
die behauptete semiglobale praktische Stabilitét. [l

Bemerkung 8.6 In der Praxis wird man Vx oft nicht fiir alle beliebige kleinen A € (0, Ay
zur Verfiigung haben. Zum Beispiel konnte man die VAo numerisch berechnen, wobei die
Berechnung fiir beliebig kleine A natiirlich nicht praktisch realisierbar ist.

Tatsédchlich reicht es aber auch aus, wenn man zu vorgegebenen R > € > 0 eine Ljapunov—
Funktion Va, mit C > aa(R), C1 < al_l(g /2) und hinreichend kleinem A > 0 berechnen
kann. Auf deren Basis kann man dann das stabilisierende Feedback Fa, gemé&fl Satz 8.5
mit den gewiinschten Parametern R und € berechnen, ohne dass dazu die Kenntnis von VA
fir A < Ag noétig ist. m
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8.4 Existenz von Sampling—Ljapunov—Funktionen

In diesem letzten Abschnitt wollen wir beweisen, dass eine Familie von Ljapunov-Funktion
im Sinne von Definition 8.4 immer existiert, wenn das System asymptotisch kontrollierbar
ist.

Satz 8.7 Betrachte ein Kontrollsystem (1.1) mit f(0,0) = 0. Dann gilt: Wenn das System
asymptotisch kontrollierbar ist, so existiert eine Familie von Ljapunov—-Funktionen im Sin-
ne von Definition 8.4. Insbesondere ist das Sampling—System damit semiglobal praktisch
asymptotisch stabilisierbar.

Der Beweis dieses Satzes bendtigt etwas Vorbereitung. Fiir eine gegebene stetige Funktion
V:R" = R mit oy (||z]]) < V(z) < as(||z]) fiir a1, o € Ko und 5 € (0, 1] definieren wir
die Funktionen

Vs(w) = min {V(y) + %} : (8.3)

die sogenannten (quadratischen) inf-Konvolutionen von V. Mit yg(x) bezeichnen wir einen
Punkt, in dem das Minimum in (8.3) fiir  angenommen wird; damit definieren wir den
Vektor (g(z) := (z — yg(z))/26% Dann gilt das folgende Lemma.

Lemma 8.8 Die Funktionen V3 haben die folgenden Eigenschaften:

(i) ai(||lz]]) < Vg(z) < V(zx) fir alle z € R™ und eine von 8 € (0,1] unabhéngige
Funktion a1 € K

(ii) Fiir alle R, > 0 gibt es ein Gy > 0, so dass die Abschétzungen

lys(z) =zl <6, [ICa(@)[l [lys(z) — x| < & und [V(ys(x)) = Vs(z)| <&
fiir alle z € R™ mit ||z|| < R und alle § < Gy gelten.
(iii) Fir alle v € R™ und alle 7 > 0 gelten die Abschitzungen

gl
232
|lv]?

232

Va(z+1v) < Vg(x)+ 7((s(x),v) +

V(ys(z) +1v) > V(ys(w)) +7(Cs(z),v) —

Beweis: Alle Eigenschaften folgen mit elementaren aber zum Teil etwas technischen Ab-
schitzungen, wobei man die gleichméflige Stetigkeit von V' auf kompakten Mengen aus-
nutzt. i

Bemerkung 8.9 Die Abschitzungen in (iii) haben Ahnlichkeit mit einer Taylor-Entwick-
lung, wobei (g(x) die Rolle des Gradienten spielt. Tatsachlich wird {g(z) Supergradient der
Funktion Vg in  und Subgradient der Funktion V' in yf3(x) genannt. o
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Beweis von Satz 8.7: Sei V die Kontroll-Ljapunov—Funktion aus Satz 5.5 und seien
R, e > 0 gegeben. Wir konstruieren nun eine Funktion Va, die die Bedingungen der Defi-
nition 8.4 erfiillt.

Wir wahlen § € (0,1] so, dass fiir V3 und yg(z) fiir alle x € R™ mit ¢ < ||z]| < R die
Abschétzung

W(ys(x)) = W(z)/2 (8.4)

gilt und wir wihlen Ag so, dass fiir alle A < Ag und alle x wie oben die Ungleichung
A
/ W (e (s, z,u))ds < A3W (z) /4
0

gilt fiir alle u € U mit ||ul|e < §(||z|) fiir § € N aus Definition 5.1.

Aus der zweiten Ungleichung von Lemma 8.8 (iii) folgt damit aus der Ljapunov-Unglei-
chung aus Definition 5.1 mit v = (¢(A, yg(x), v) —yg(z))/A und 7 = A fiir alle 8 € (0, B
und alle hinreichend kleinen A die Abschitzung

i (Gala) (plA,ys(o) )~ yp(@)/B) < —3Wya(a))/a+ ST
[[ulloo <8 (l|=)
< W(@)/2 < —W@)/A
Wegen
P(A, ys(), w) / Flp(t, ys(@)), u(t)dt = / Fus(@), ult))dt + O(A?)

und der Tatsache, dass

A
5 | fste)uo)e

in der konvexen Hiille der Menge Fj3 := {f(yg(z),u) | [|u| < 0(||ys(x)||)} liegt, folgt daraus
die Abschitzung

wggogﬁ«b( z),w) < —W(z)/4

Da der zu minimierende Ausdruck linear in w ist, wird das Minimum fiir ein w € Fp
angenommen (Konvexkombinationen von Elementen aus Fjg konnen keine kleineren Werte

liefern), also folgt
min (Cs(w), w) < ~W () /4.

wEF,@

Fiir hinreichend kleine 8 > 0 liegt yg(x) nahe an z, so dass wir die Ungleichung

min(Cg(z), w) < —W(x)/8

weF

mit F' = {f(z,u)|||u]| < §(|z|))} folgern konnen. Fiir Kontrollwerte w € U mit |a| <
d(||z]|) gilt nun

(Axu—ac—/ flo(t,z),u)dt = /f a)dt + O(A?)
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Also folgt mit v(ua) = (p(A,z,u) — xz)/A aus der ersten Ungleichung von Lemma 8.8 (iii)
die Abschitzung

inf  Vi(e(A,z,u))

||ﬁ||1_;§€]||90||)
< in{fj Va(x + Av(u))
||ﬁ||1;§(||90||)
A?[Jo(u)|?
< églfj {Vg(.%') — A{¢s(z), v(w)) + %}
[lalf<s(ll=l)
AQ 2
_%{ (o)) +0ah + 212l
AQ *(|2
< Via) - AW () s+ (8% + 21l

< Va(z) — AW (2)/16

fiir alle hinreichend kleinen A > 0, wobei w* € F den Wert bezeichnet, in dem das
Minimum angenommen wird. Dies ist die gewiinschte Ljapunov—Ungleichung, weswegen
Va = V3 die gesuchte Sampling-Ljapunov-Funktion ist. a
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