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Vorwort

Dieses Skript ist im Rahmen einer gleichnamigen Vorlesung entstanden, die ich im Som-
mersemester 2019 an der Universitdt Bayreuth gehalten habe. Dabei ist Kapitel 1 eine
Neufassung eines bestehenden Kapitels aus meinem Skript “Einfithrung in die Numeri-
sche Mathematik”, wéhrend die weiteren Kapitel neu geschrieben wurden. Dabei konnte
ich auf ein Skript von Prof. Anton Schiela zuriickgreifen, das bei der Erstellung dieses
Skripts an vielen Stellen ausfiihrlich genutzt wurde. Dafiir mochte ich mich an dieser Stel-
le sehr herzlich bedanken. Dariiberhinaus dienten die Numerik-Lehrbiicher von Deuflhard
und Hohmann [3], Kéckler und Schwarz [5] sowie Bornemann [1] als Grundlage.

Ich mochte mich an dieser Stelle wie iiblich bei meinen Mitarbeiterinnen und Mitarbeiter
n— insbesondere bei Tobias Sproll — sowie bei allen Teilnehmerinnen und Teilnehmern
dieser Vorlesung bedanken, die durch ihr aufmerksames Lesen wahrend der Vorlesung oder
bei der Priifungsvorbereitung Fehler im Skript gefunden und mitgeteilt haben.

Bayreuth, Juli 2019 LARrRS GRUNE
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Kapitel 1

Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenwerte von Matrizen spielen in vielen Anwendungen eine Rolle. Gesucht sind dabei
diejenigen \ € C, fiir die die Gleichung

Av = v

fiir einen Figenvektor v € C™ erfiillt ist. In vielen Anwendungen ist man dariiberhinaus an
den zugehorigen Eigenvektoren v interessiert.

Im letzten Kapitel haben wir bei der Betrachtung iterativer Verfahren gesehen, dass die
Eigenwerte der Matrix M ' N Auskunft iiber die Konvergenz dieser Verfahren geben. Dies
ist ein generelles Prinzip linearer Iterationen (&hnlich ist dies bei linearen Differential-
gleichungen) und ein wichtiges Beispiel fiir eine Problemklasse, bei der die Kenntnis der
Eigenwerte einer Matrix wichtig ist. Weitere Anwendungen sind z.B. das Seitenranking von
Google, bei dem Eigenvektoren eine wichtige Rolle spielen (vgl. die Erlduterungen in der
Vorlesung oder den Artikel auf der E-Learning Seite zur Vorlesung) oder Anwendungen in
der Bildverarbeitung (vgl. das 7. Ubungsblatt).

Wir werden in diesem relativ kurzen Kapitel einige Algorithmen zur Berechnung von Eigen-
werten und zugehorigen Eigenvektoren fiir spezielle Matrizen (z.B. symmetrische Matrizen)
kennen lernen. Bevor wir mit konkreten Algorithmen beginnen, wollen wir uns allerdings
mit der Kondition des Eigenwertproblems beschéftigen.

1.1 Kondition des Eigenwertproblems

Wie iiblich beschreibt die Kondition die Stirke der Anderung des Ergebnisses in Abhiingig-
keit von den Eingabedaten. Diese sind hier die Eintrdge der Matrix A. Wir miissen also
untersuchen, wie sich ein Eigenwert A\g(A) in Abhéingigkeit von Anderungen in A veréndert,
also die Grofle

[Ao(A4) — Ao(A+ AA)|
[AA]
berechnen. Da die Eigenwerte nicht linear von der Matrix A abhéingen, ist dieser Ausdruck

im Allgemeinen schwer zu berechnen; wie allgemein bei nichtlinearen Problemen iiblich,
beschrinken wir uns daher auf eine lineare Approximation der Anderung von \y(A), welche
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2 KAPITEL 1. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

gerade durch die Ableitung DAy(A) gegeben ist. Diese Ableitung ist dabei fiir festes A als
lineare Abbildung DAg(A) : C"*™ — C aufzufassen. Wir betrachten fiir kleine ||AA|| also
die Néherung

M(A+AA) = g(A) + DAo(A)AA + R(AA),

wobei der Restterm R(AA) die Bedingung R(AA)/||AA| — 0 fur |AA| — 0 erfiillt.

Die explizite Berechnung von DXg(A) ist recht kompliziert; viel einfacher ist es, DAo(A)
nur in einer geeigneten Norm abzuschitzen. Wir wihlen dazu die durch die || - ||2-Norm
induzierte Operatornorm, also die Verallgemeinerung der bekannten Matrixnorm.

Definition 1.1 Die (absolute) Kondition der Berechnung eines Eigenwerts \o(A) fiir eine
Matrix A € C"*"™ ist definiert durch

DX(A)AA
fae = DNz = max DAL = s HOA(A)II”
1aA[l3=1 AdeCrr {0} 2
mit der Konvention k,ps := 00, falls A\g(A) nicht differenzierbar ist. o

Beachte, dass kaps von A und Ag abhéingt. Insbesondere kann diese Ableitung fiir ein
und dieselbe Matrix und verschiedene Eigenwerte unterschiedliche Werte annehmen. Das
folgende Beispiel zeigt, dass Ag(A) tatséchlich nicht differenzierbar sein kann.

Beispiel 1.2 Betrachte die Matrizen

0 1 0 0
=(0s) (o)
Dann hat A den doppelten Eigenwert \j(A) = A(A) = 0 und A + AA die Eigenwerte
Aijo(A+AA) = +v/6. Zudem gilt ||AA|2 = 6 und

M(A+AA) — A\ (A) = V6.
Falls A\ (A) differenzierbar ist, folgt damit
DA\ (A)AA =5 — R(AA),
also
R(AA)| > V6 = IDA(A)AA] > V6 = [ DA (A)[2l| AAllz = V3 — [ DA (A)]126 > V5/2

fiir alle hinreichend kleinen 6 > 0, was der Beschrinktheit |R(AA)| < ¢||AA|? widerspricht.
Tatséchlich gilt hier

[AM(A) = A (A4 AA) - ﬁ = i — oo fiir § — 0,

[AA] G

weswegen es sinnvoll ist, in diesem Fall k,,s = 0o zu setzen. ]
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Um das Problem der Nicht-Differenzierbarkeit zu vermeiden, beschrinken wir uns im fol-
genden Satz auf einfache Eigenwerte, d.h. Eigenwerte \g € C, die einfache Nullstellen des
charakteristischen Polynoms x 4(A) = det(A — AlId) sind. Fiir diese gilt der folgende Satz.

Satz 1.3 Die (absolute) Kondition der Berechnung eines einfachen Eigenwertes A\g(A) ei-
ner Matrix A € C"*" gemessen in der 2-Norm ist gegeben durch

|zoll2 llvoll2
Kabs = |[DXo(A)|2 = ————1—
1Pl Dl = S =]

wobei z( ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A\g und yg ein adjungierter Eigenvektor
ist, d.h. ein Eigenvektor von A" zum Eigenwert \g, also ZTyO = \oyo. Hierbei bezeichnet
(z0,90) das euklidische Skalarprodukt im C", also (xg, yo) = 73 Yo-

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Gleichung

[(Co, yo))|

DA = A o))

(1.1)

fiir beliebige Matrizen C' € C™*™ und die Eigenvektoren zy und yo aus dem Satz.

Sei xp(A) das charakteristische Polynom einer Matrix D € C™*™. Wir betrachten die
Matrix A + tC fiir t € R und definieren eine Abbildung ¢ : C x R — C mittels g(\,t) =
XA+tc(A). Da Ag eine einfache Nullstelle des Polynoms x 4 () ist, folgt

0
I =, =0 = xX'a(Ao) # 0.

Nach dem impliziten Funktionensatz gibt es deshalb fiir hinreichend kleines ¢ > 0 eine
differenzierbare Abbildung X : (—e,e) — C mit A(0) = g, 0 = g(A(t),t) = xa+c(A(t))
und 0 # 8%9()\, t)x=a) fiir t € (—¢,¢). Also ist A(t) fiir t € (—¢, €) ein einfacher Eigenwert
von A+tC. Da fiir die Eigenvektoren z(t) zu den einfachen Eigenwerten \(¢) eine explizite
Formel existiert, hingen diese differenzierbar von ¢ ab. Damit gilt

(A+tC)z(t) = A(t)z(t) fiir t € (—¢,¢).
Leiten wir diese Gleichung an der Stelle ¢ = 0 nach t ab, so folgt
Cxo + Al’l(O) = )\oxl(()) + )\/(O)$0,

wobei / fiir die Ableitung nach ¢ steht. Bilden wir nun fiir alle Terme das Skalarprodukt
(,y0) und stellen die Skalare vor die Skalarprodukte (beachte, dass diese im ersten Argu-
ment stehen und deswegen konjugiert werden miissen), so folgt

(Co, o) + (A2'(0), yo) = Ao(2'(0), yo) + N (0) (w0, yo)-
Mit . - B
(A2'(0),y0) = (2'(0), A" yo) = (2(0), Aoyo) = Ao(z'(0), yo)
und X (0) = DA(A)C folgt (Cxo,y0) = N (0){zg,yo), also auch

[{(Czo,y0)| = [N (0)] [{zo, o) | = [X'(0)][{z0, yo)|



4 KAPITEL 1. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

und damit die behauptete Gleichung (1.1).

Zum Beweis des Satzes betrachten wir die Matrix C' = yoz{ . Fiir diese gilt

ICzlla llwoxdzll2 _ llzoll2llyoll2llzll2
= 0= < = ||zoll2/lyoll2
1212 12]]2 1212
fiir beliebige z € C™ und
ICxoll2  llyozdwollz  |lvollzoll3]l,
feols ol Jlaoll, el
oll2 xo||2 zoll2

also ist [|C||2 = ||zoll2]|vo2-

Fiir beliebige C' € C™*" liefert die Cauchy-Schwarz Ungleichung
[(Czo,y0)| < ICxoll2llyoll2 < [ICll2llzoll2llyoll2- (1.2)
Fiir C' = yo7{ gilt hierbei

T T T
[{(Cxo,90)| = [(yo, Co)| = |55 Cxol = |76 yoTg wo| = [lgol3zoll3 = ICll2llwoll2l|zoll2, (1.3)

also Gleichheit. Aus (1.1) und (1.2) folgt also fiir beliebige C' € C"*"

D)\y(A)C C
[DAo(A)[l2 = sup [DAo(A)C] _ p [(Co,y0)l . Nloll2 lIgoll2
cecrxmqoy  ICll2 cecrxm qoy [1Cll2[{xo, yo)| (0, Yo)|
wobei fiir C' = yoz! wegen (1.3) Gleichheit gilt. Dies zeigt die Behauptung. U

Bemerkung 1.4 (i) Der Ausdruck fiir k.5 hat eine geometrische Interpretation: Fiir reelle
Vektoren zg, yg € R™ gilt ndmlich

lzoll2llwoll2 1

(%0, yo0) cos (o, yo)’

wobei p(xg,yo) den Winkel zwischen den Vektoren xp und yo bezeichnet.

(ii) Besonders gut konditioniert sind Eigenwertprobleme fiir normale Matrizen, also Ma-

trizen A € C™™ fiir die A' A = AA" gilt. Fiir diese ldsst sich zeigen, dass fiir jeder
Eigenvektor xg von A gleich dem zugehorigen adjungierten Eigenvektor ist. Der Winkel
o(xg, zo) ist offenbar gleich 0, der Kosinus also gleich 1, weswegen hier k.5 = 1 gilt. O

Beispiel 1.5 Wir illustrieren die Kondition an der 2 x 2-Dreiecksmatrix

(1)

mit a,b,c € R. Man rechnet leicht nach, dass die Matrix genau dann normal ist, wenn
¢ = 0 gilt. Die Eigenwerte lauten a und b und die zugehorigen Eigenvektoren von A bzw.

AT sind
_ 1 7b£a . 1 0
To = 0 ) 1 ) Yo = aib ’ 1 .
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Fiir den Eigenwert a ergibt sich also

2

lzollzllyoll _ [, ¢ N
<[B(), y0> (b - a’)
Die Kondition wird bei festem a und b also um so schlechter, je grofler der Betrag des
Nichtdiagonaleintrags ¢ wird. a

Bevor wir zu numerischen Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten kommen, wollen
wir kurz die vielleicht naheliegendste Methode untersuchen, ndmlich die Berechnung der A
iiber die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Diese Methode ist numerisch duflerst
instabil (unabhéngig von der Kondition der Eigenwertberechnung selbst) und bereits klein-
ste Rundungsfehler kénnen sehr grofie Fehler im Ergebnis nach sich ziehen. Als Beispiel
betrachte das Polynom

PAN=A-1)A=-2)---(A—=20)

mit den Nullstellen \; = i fiiri = 1,...,20.! Wenn dieses Polynom als charakteristisches Po-
lynom einer Matrix berechnet wird (z.B. ist es gerade das charakteristische Polynom x 4())
der Matrix A = diag(1,2,...,20)), liegt es iiblicherweise nicht in der obigen “Nullstellen”-
Darstellung sondern in anderer Form vor, z.B. ausmultipliziert. Wenn man das obige P(\)
ausmultipliziert, ergeben sich Koeffizienten zwischen 1 (fiir A2°) und 20! ~ 10%* (der kon-
stante Term). Stort man nun den Koeffizienten vor A\1¥ (der den Wert 210 hat) mit dem
sehr kleinen Wert ¢ = 2723 ~ 1077, so erhélt man die folgenden Nullstellen fiir das gestérte
Polynom P()\) = P(\) —eX'%:

A1 = 1.000 000 000 Ato/11 = 10.095266 145 + 0.643 500 904 4
A2 = 2.000 000 000 A1g/13 = 11.793 633881 + 1.652329 7284
A3 = 3.000 000 000 Arg/15 = 13.992358 137 + 2.518 830070+
A4 = 4.000 000000 A1e/17 = 16.730 737466 £+ 2.812624 8944
As = 4.999 999 928 A1g/19 = 19.502439400 £ 1.940330347 4
Ag = 6.000 006 944 Ao = 20.846 908101

A7 =6.999 697234

Ag = 8.007267 603

Ag = 8.917 250249

Die winzige Stérung bewirkt also beachtliche Fehler, insbesondere sind 10 Nullstellen durch
die Stérung komplex geworden.

1.2 Vektoriteration

Die einfachste Moglichkeit der Berechnung von Eigenwerten ist die Vektoriteration, die sich
entweder als direkte Iteration (auch bekannt als von Mises-Iteration oder power iteration)
oder als inverse Iteration (auch inverse power iteration) durchfithren lisst.

'Das Beispiel stammt von dem englischen Numeriker James H. Wilkinson (1919-1986), der die Ent-
deckung dieses Polynoms angeblich als “the most traumatic experience in my career as a numerical analyst”
bezeichnet hat.
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Gegeben sei eine reelle Matrix A € R"*". Die Idee der direkten Iteration beruht darauf,
fiir einen beliebigen Startwert 2(?) € R™ die Iteration

2D = Az0) (1.4)

durchzufithren. Dass dieses einfache Verfahren tatséichlich unter gewissen Bedingungen
einen Kigenwert liefert, zeigt der folgende Satz. Wir erinnern hierbei daran, dass sym-
metrische reelle Matrizen nur reelle Eigenwerte besitzen.

Satz 1.6 Sei A € R™*" eine symmetrische Matrix und A\; = A1 (A) ein einfacher Eigenwert,
fiir den die Ungleichung
|)\1| > |)\2| > |)\3| > ... > |)\n’

fir alle anderen Eigenwerte \; = \;(A) gilt. Sei weiterhin £ ¢ R" ein Vektor, fiir
den (29 v;) # 0 fiir den zu \;(A) gehorigen (normierten) Eigenvektor v; gilt. Dann
konvergiert die Folge 3 := 2@ /||| fir () aus (1.4) gegen +wv, also gegen einen
normierten Eigenvektor zum Eigenwert A;. Insbesondere konvergiert damit der sogenannte
Rayleigh’sche Quotient

(Az@ ()

M= Gy A

gegen den Eigenwert Aj.

Beweis: Wegen der Symmetrie von A existiert eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren
V1,...,0, von A. Damit gilt

.’13(0) — Zajvj mit a; = <.'13(0), Ui>7
j=1

insbesondere also o # 0. Daraus folgt

i i - i i oy (A
2@ = A7) = Zaj)\jvj =a1A] | v1 + Z ole <)\‘i) vj
j=1 =2

Da |\;| < |A1] ist fiir 4 = 2,...,n, gilt lim; 500 29 = v; und damit

o al) ()

y\ = — =+ — — +vy.
[Ead| 2]

Die Konvergenz A — \; folgt, indem wir y@ = v; + & mit r® — 0 schreiben. Dann
gilt

(AyD,y D) = (A(vy + D), 0y +70)
= (Avi, 1) + (Ar9D,01) + (Ao, rD) + (ArD, )

/

—0

— (Avi,v1) = (Mo,v) = M| = A
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1l
Beachte, dass die Symmetrie der Matrix A hier nur eine hinreichende aber keine notwendige
Bedingung fiir die Konvergenz des Verfahrens ist. So ist z.B. in [2] bewiesen, dass das

Verfahren auch fiir die (nicht symmetrische) Matrix aus dem Seitenranking funktioniert.

Dieses einfache Verfahren hat mehrere Nachteile: Erstens erhalten wir nur den betragsméafig
groBten Eigenwert |A;| und den zugehérigen Eigenvektor, zweitens hingt die Konvergenz-
geschwindigkeit davon ab, wie schnell die Terme |\;/A1]%, also insbesondere |A2/\1]* gegen
Null konvergieren. Falls also |A\1| &~ [A2| und damit [A2/A;1| ~ 1 gilt, ist nur sehr langsame
Konvergenz zu erwarten.

Die inverse Vektoriteration vermeidet diese Nachteile. Sei A wiederum eine reelle symme-
trische Matrix. Wir setzen voraus, dass wir einen Schétzwert A € R fiir einen Eigenwert
Aj = Aj(A) kennen, fiir den die Ungleichung

A= Nj| < A=A fiiralle k=1,....n, k#j

mit Ay = Ag(A) gilt. Dann betrachten wir die Matrix A= (A - Ald)~!. Diese besitzt
die Eigenwerte 1/(A\; — A) fiir £ = 1,...,n, also ist 1/(\; — A) der betragsméBig grofite
Eigenwert.

Die inverse Vektoriteration ist nun gegeben durch
20D = (4 = A1d) "2, (1.5)

Aus Satz 1.6 (angewendet auf (A— XId)~! an Stelle von A) folgt, dass diese Iteration gegen
einen normierten Eigenvektor v; von (A — Ald)~! zum Eigenwert 1/(\; — \) konvergiert.
Wegen

(A= XMd) Y, = 1/(\j — AN;
<~ ()\j — S\)Uj = (A — S\Id)vj

~ /\j?)j = Avj
ist dies gerade ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \;. Die Konvergenzgeschwindigkeit
ist bestimmt durch den Term

e A
k:ln)‘{n )\ 5\ ’
L A = Al

Je kleiner dieser Term ist, d.h. je besser der Schitzwert ist, desto schneller wird die Kon-
vergenz.

Die tatséchliche Implementierung der Iteration (1.5) ist hier etwas komplizierter als bei der
direkten Iteration (1.4). Wihrend dort in jedem Schritt eine Matrix-Vektor Multiplikation
mit Aufwand O(n?) durchgefiihrt werden muss, geht hier die Inverse (A —Xd)~! ein. In der
Praxis berechnet man nicht die Inverse (weil dies numerisch sehr aufwéndig ist), sondern
16st das lineare Gleichungssystem

(A — Md)z+D) = 20 (1.6)

wobei bei der Verwendung eines direkten Verfahrens die Matrix (A — AId) nur einmal am
Anfang der Iteration faktorisiert werden muss und dann in jedem Iterationsschritt ein-
mal Vorwirts- bzw. Riickwiirtseinsetzen durchgefiihrt werden muss. Der Aufwand O(n?)
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der Zerlegung kommt also hier zum Aufwand des Verfahrens dazu, die einzelnen Iterati-
onsschritte haben bei diesem Vorgehen allerdings keinen héheren Rechenaufwand als bei
der direkten Iteration, da das Vorwérts- bzw. Riickwértseinsetzen wie die Matrix-Vektor
Multiplikation den Aufwand O(n?) besitzen.

Fiir schr gute Schiitzwerte A ~ \; wird die Matrix (A—d) “fast” singulir (fiir A\ = A, wiire
sie singulir), weswegen die Kondition von (A — :\Id) sehr grof} wird. Wegen der besonderen
Struktur des Algorithmus fiihrt dies hier aber nicht auf numerische Probleme, da zwar
die Losung 201 des Gleichungssystems (1.6) mit groflen Fehlern behaftet sein kann, sich
diese Fehler aber in der hier eigentlich wichtigen normierten Lisung 0+ /||z0+D || nicht
auswirken. Wir wollen dies an einem Beispiel illustrieren.

-1 3
=(=0)
mit den Eigenwerten A\ (A) = 2 und Ag(A4) = 1. Wir wiihlen A\ = 1 — ¢ fiir ein sehr kleines
€ > 0. Dann ist die Matrix

Beispiel 1.7 Betrachte

e [ —2+e 3 . RTINS 3+ =3
(A—)\Id)_< , 3+6) mit (A — Ad) _5(€+1)< ) —2+5>

=B

fast singuldr und man sieht leicht, dass fiir die Kondition z.B. in der Zeilensummennorm
die Abschitzung condo (A — :\Id) > 1/e gilt. Die Inverse besitzt aber eine typische spezielle
Struktur: die groflen Eintrége, die der Grund fiir die grofie Kondition sind, entstehen ledig-
lich durch einen skalaren Vorfaktor. Daher ist die Berechnung von 31 = z(+1) /| 2G+1)|
mittels (1.6) nicht stark anfillig fiir Rundungsfehler, denn es gilt

(A=) 2@ [[BO]fy]

)

d.h. der ungiinstige grofie Faktor 1/(e(e+1)) kiirzt sich heraus. Ein Zahlenbeispiel illustriert
dies noch einmal: Betrachten wir beispielsweise () = (1,0)” und € = 1/1000, so erhiilt
man

. . . | (i+1)
26 — (4~ 31d)-1a < 2998.001998 > and D) — < 0.832135603 )

1998.001998 ~ 2], \ 0.554572211

withrend man fiir die gestorte Losung mit () = (1.1, —0.1)7

~(i4+1)
1) g Srai—la) _ [ 3597.502498 orr)_ & _( 0.832117832
v (A= Md)™2 <2397.502498 und § 1G5~ \ 0.554598875

erhilt. Die Stérung in der ersten Nachkommastelle der rechten Seite bewirkt in #(+1) zwar
einen Fehler von etwa 600 und verstérkt sich daher sichtlich. In dem fiir den Algorithmus
eigentlich wichtigen Vektor §+1) ist der Effekt der Stérung hingegen erst in der fiinften
Nachkommastelle der Lésung sichtbar. O
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1.3 Der QR-Algorithmus

Zwar kann man mit der inversen Vektoriteration im Prinzip alle Eigenwerte berechnen,
benétigt dafiir aber geeignete Schétzwerte.

Wir wollen daher nun einen Algorithmus betrachten, der in einer einzigen Rechnung alle
Eigenwerte einer Matrix approximiert. Wie bereits bei linearen Gleichungssystemen wird
auch hier eine Faktorisierung mittels orthogonaler Matrizen eine wichtige Rolle spielen,
weswegen der Algorithmus ebenfalls Q R-Algorithmus genannt wird.

Wir werden diesen Algorithmus fiir reelle symmetrische Matrizen herleiten und am Ende
kurz auf die Verallgemeinerung auf allgemeine Matrizen eingehen.

Die Grundidee fiir reelle symmetrische Matrizen besteht darin, dass fiir solche Matrizen
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren v1, vo, ..., v, besteht, so dass fiir die orthogonale
Matrix Q = (vy,...,v,) € R™"™ die Gleichung

QTAQ = A = diag(\1, Mo, ..., \p)

gilt, wobei die A; gerade die Eigenwerte von A sind. Wenn wir also eine orthogonale Ma-
trix @ finden konnen, mit der A auf Diagonalgestalt konjugiert werden kann, so kénnen
wir die Eigenwerte direkt aus der resultierenden Diagonalmatrix A und die zugehorigen
Eigenvektoren aus ) ablesen. Leider ist eine direkte Transformation auf Diagonalgestalt
nicht moglich; dies geht nur mit einem iterativen Algorithmus. Zwar kann man z.B. or-
thogonale Householder-Matrizen dazu verwenden, Matrizen auf obere Dreiecksgestalt zu
bringen, allerdings lésst sich dies nicht zur Konjugation auf Diagonalgestalt verwenden, da
die positiven Effekte durch die Multiplikation von links mit H bei der Multiplikation von
rechts mit H” wieder zunichte gemacht werden.

Allerdings ist es moglich, eine Matrix mit Hilfe von Householder-Matrizen auf Tridiago-
nalform zu transformieren. Dazu wird bei jeder Spiegelung eine Null weniger erzeugt, was
dazu fithrt, dass die Multiplikation von rechts mit H” die bereits erzeugten Nullen nicht
wieder entfernt. Diese Transformation auf Tridiagonalform ist sinnvoll, weil dadurch der
Rechenaufwand der nachfolgenden iterativen Transformation auf Diagonalform deutlich
verringert wird. Das folgende Lemma zeigt, wie die Householder-Matrizen fiir diese Tridia-
gonalformtransformation konstruiert werden miissen.

Lemma 1.8 Sei A eine reelle symmetrische Matrix der Form

a1 ais O ||

a1 Ga22 a3

0
: o Qp_1k—1 Of— o --- 0
A= k—1k—1 k—1k
Ak k—1 ag k o Qkn
0
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und bezeichne w = (wy,...,wp)? = (0,---,ax_14,---,ank)’ € R" die k-te Spalte dieser
Matrix. Sei H = H(v) = Id — 2% die Householder-Matrix mit

c = sgn(wkﬂ)\/wz+1 —|—w,%+2 +--4w2ekR

vo= (07"‘707C+wk+17wk+27"'7wn)T7

sgn(a) =1, falls a > 0, sgn(a) = —1, falls a < 0 und H = Id falls v = 0. Dann gilt

aj1 ais 0 0
az1 a2 a3
0

a a o - 0

AT — kk kk+1

g1k OQkt1k41 0 Qkgln

0 )
0 o0 ... 0 kil 0 o @nn

Beweis: Wir betrachten zunéchst das Produkt HA. Es bezeichne a.; die j-te Spalte von
A. Aus Lemma 2.19 der Einfithrung in die Numerik wissen wir, dass

Ha:-j:a-jv furj:1,,k‘—1,

also fiir die ersten k — 1 Spalten der Matrix A. Ebenfalls nach diesem Lemma gilt fiir die
k-te Spalte

Ha.j, = (0,...,0,a5_1k, ark, —¢,0,...,0)T.

Fiir beliebige Vektoren x € R™ und ¢ =1, ...,k folgt aus der Form von v sofort
20Ty
[Hx]l =T — U T = Ty,
=0

also gilt fiir die Spalten a.; fir j =k +1,...,n

Ha.; = (O,...,O,akj,*,...,*)T.
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Insgesamt gilt also

a1 a2 0 0

as1 a2 a23

0
ag—1k-1 ag—1% O -~ 0
HA = Ak k_1 ag k cee e Qpp,
0 —c * ek
0

0 0 0 £ eee %

Da A symmetrisch ist, gilt (HAHT)T = (HN)TATHT = HAHT, d.h., HAHT ist ebenfalls
symmetrisch. Mit dem gleichen Argument wie oben folgt fiir Zeilenvektoren y die Gleichung
[yHT]; = y; fiir i = 1,..., k, weswegen die ersten k Spalten von HA und HAH” iiberein-
stimmen. Die behauptete Form ergibt sich damit aus der Symmetrie von HAHT . 1l

Die folgende Aussage ist nun ein einfaches Korollar.

Korollar 1.9 Sei A eine reelle symmetrische Matrix. Dann existiert eine orthogonale Ma-
trix P, so dass PT AP symmetrisch und in Tridiagonalgestalt ist.

Beweis: Durch Anwendung von Lemma 1.8 fiir £ = 1,...,n — 2 erhélt man Matrizen
HY . H"2) fijr die PT = H™2 ... HD) die gewiinschte Eigenschaft besitzt. 1l
Der Q) R-Zerlegungsalgorithmus 2.20 aus der Einfithrung in die Numerik l&sst sich leicht zur
Berechnung dieser Transformationsmatrix P ab&ndern, indem man den Index j in Schritt
(1) nur von 2 bis n—1 laufen lésst und alle Spaltenindizes in den folgenden Berechnungen um
1 erniedrigt, also a;; und a;; durch a;;—1 bzw. a; j_1 ersetzt. Die Berechnung von H (7)4(9)
macht hier natiirlich keinen Sinn, die Berechung von H) AU) kann falls gewiinscht auf die
Berechnung von H AU H N7 erweitert werden.

Die Iteration zur iterativen Transformation von A in Diagonalform ist nun durch den
folgenden Algorithmus gegeben.

Algorithmus 1.10 (QR-Algorithmus zur Eigenwertberechnung)
Eingabe: symmetrische, reelle Matrix A € R™*"

(0) Setze A := PTAP mit P aus Korollar 1.9, 7 := 1
(1) Berechne eine QR-Zerlegung A® = QW R(
(2) Setze ACHD .= ROQW 4 :=j 4 1 und fahre fort bei (1)
Ausgabe: Approximation aller Eigenwerte von A als Diagonaleintriige von A® und der

Eigenvektoren als Spalten der Matrix PQW ... Q@ fiir Details siche Bemerkung 1.14 (iii).
O
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Natiirlich miissen wir in der praktischen Implementierung noch ein geeignetes Abbruchkri-
terium einfiihren, das sich aus der folgenden Konvergenzanalyse ergeben wird.

Wir werden den Algorithmus 1.10 nun analysieren. Wir beginnen mit einigen Strukturei-
genschaften der Matrizen A®).

Lemma 1.11 Fiir alle 7 > 1 gilt:

(i) A® ist konjugiert zu A. Genauer gilt AT = QTPTAPQ; mit Q; = QW ... QW
und P aus Korollar 1.9.

(ii) A ist symmetrisch

(iii) A ist eine Tridiagonalmatrix

Beweis: (i) Es gilt
AG+D) R(i)Q(i) — (Q(i))TQ(i) R(i)Q(i) — (Q(i))TA(i)Q(i).
—_—

=Id

Durch induktives Fortfahren erhilt man so
A — QYT ... (@NT AW QM ... Q)
und damit AD = (QNT...(QUNTPTAPQW ...Q®, also die Behauptung.
(ii) Nach (i) gilt
(AT = (QFPTAPQ)T = QT PTATPQ; = QT PTAPQ; = AW,

da A symmetrisch ist.

(iii) Sei A tridiagonal. Durch explizites Ausrechnen der QR-Zerlegung mit Hilfe von
Lemma 2.19 aus der Einfiihrung in die Numerik sieht man, dass (Q(i))T tridiagonal ist,
also auch Q. Also ist AU+ = ROQH von der Form

*
A(i+1): 0

Da A(+1) nach (i) aber symmetrisch ist, miissen die Elemente oberhalb der oberen Neben-
diagonalen aus Symmetriegriinden gleich Null sein, also ist A(t1) eine Tridiagonalmatrix.
Da A = A eine Tridiagonalmatrix ist, folgt diese Eigenschaft also fiir alle A®). U

FEin weiteres vorbereitendes Lemma zeigt eine Eigenschaft der () R-Zerlegung.
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Lemma 1.12 Sei A € R™ ™ eine invertierbare Matrix und seien A = Q1 R; und A = Q2 Rs
QR-Zerlegungen von A. Dann gilt Q1 = Q2D und Ry = DRy mit D = diag(u1,- .., in)
und py = £1. Insbesondere existiert eine eindeutige () R-Zerlegung bei der alle Diagonal-
elemente von R positiv sind.

Beweis: Aus Q1R; = QQ2R5 folgt Q2TQ1 = RgRl_1 (beachte, dass R; und Ry invertierbar
sind, da A invertierbar ist). Die Inverse einer oberen Dreiecksmatrix ist wieder eine obere
Dreiecksmatrix, ebenso das Produkt zweier oberer Dreiecksmatrizen. Also ist R = Ry Ry
eine obere Dreiecksmatrix, die wegen R = QI'Q; orthogonal ist. Damit ist insbesonde-
re R~ = RT, weswegen R” zugleich eine obere Dreiecksmatrix (als Inverse einer oberen
Dreiecksmatrix) und eine untere Dreiecksmatrix (als Transponierte einer oberen Dreiecks-
matrix) ist. Folglich muss R eine Diagonalmatrix sein. Aus der Orthogonalititsbedingung
(Rx, Ry) = (z,y) leitet man nun fiir x = y = e; her, dass die Eintrége von R nur die Werte

+1 annehmen kénnen. Damit folgt wegen R~! = R, dass D = R die gesuchte Matrix
ist. 1l

Der folgende Satz zeigt die Konvergenzeigenschaften des Algorithmus. Um den Beweis zu
vereinfachen, beschrinken wir uns auf paarweise verschiedene Eigenwerte.

Satz 1.13 Sei A € R™™" eine symmetrische Matrix mit den Eigenwerten Aq,..., \,, fir
die die Ungleichung
’/\1’ > |/\2’ >0 > ‘)\n| >0

gelte. Seien A®, Q™ und R aus Algorithmus 1.10. Dann gilt

lim A® = A = diag(A1,..., \n).

1—00

Beweis: 0.B.d.A. nehmen wir an, dass A bereits in Tridiagonalgestalt ist, also A() = A
gilt. Wir zeigen zunéchst per Induktion die Gleichung

A" = Q;R; (1.7)

fiir die i-te Potenz von A, mit Q; = QW ... QW und R; = R®W ... RM Fiir : = 1 ist (1.7)
klar, denn

A=A =A0 = QWRWM = QR,.
Fiir den Schritt i — i 4+ 1 verwenden wir AC+D = QT AQ; aus Lemma 1.11(i), aus dem

wegen QUHD R — AG+D) die Gleichung AQ; = Q;QUTYREHD folgt. Damit und mit
der Induktionsannahme A* = Q;R; folgt

AT = AA" = AQiR; = QiQUTVRIR; = Qi1 Ry,
also (1.7). Beachte, dass @; orthogonal und R; eine obere Dreiecksmatrix ist, weswegen

Qi R; eine QR-Zerlegung von A* darstellt.

Sei nun @ die orthogonale Matrix aus den Eigenvektoren von A, fiir die QT AQ = A gilt.
Dann gilt
A" = QA'QT und A' = diag(\i,..., \0).
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Zur Vereinfachung der Beweisfiihrung nehmen wir an, dass Q7 eine LR-Zerlegung Q7 =
LR besitzt (falls nicht, findet man immer eine Zerlegung von PQ7 fiir eine geeignete
Permutationsmatrix P, die in allen folgenden Gleichungen beriicksichtigt werden muss, was
zwar prinzipiell geht, die Beweisfithrung aber uniibersichtlicher macht). Hierbei kénnen wir
L so wéhlen, dass auf der Diagonalen nur 1-Elemente stehen (dies ist die Form, die die
Gauf-Elimination liefert). Dann gilt

A= QAN'LR = Q(AN'LA™")(A'R). (1.8)
Die Eintriige von A’LA~" lassen sich mit L = (I;;) explizit als

R An )’
(M'LA™ )k = Ik <Ak>
J
berechnen. Wegen der unteren Dreiecksstruktur von L und der Annahme an die Eigenwerte
gilt [Ar/A;] <1 fiir alle k # j mit [, ; # 0. Also folgt (A\g/A;)* — 0 und damit
AN'LA™" =1d + E; mit E; — 0 fiir i — oc.

Aus (1.8) erhalten wir so ‘ '
A' = QId + E;)(A'R).

Sei nun @zﬁl die eindeutige Q R-Zerlegung von Id + E; mit positiven Vorzeichen der Dia-
gonalelemente von R;. Wegen der Eindeutigkeit dieser Zerlegung konvergieren diese Matri-
zenfolgen gegen die QR-Zerlegung von Id = Q R mit positiven Diagonalelementen von R,
welche gerade durch Id = Id - Id gegeben ist?, also gilt

éi%IdundéiHIdfﬁri%oo

und damit auch N B
QiT—>IdundR;1—>Idﬁiri—>oo.

Die Matrizen QQ; und R;A’R bilden nun wegen (1.8) und
A" = Q(N'LAT)(A'R) = QQ:iRiA'R

eine QR-Zerlegung von A*. Da A" = Q;R; eine weitere Q R-Zerlegung ist, folgt mit Lemma
1.12 die Existenz von D; = diag(+1,...,+1), so dass

Qi = QQiD; wnd R; = DiR:A'R
gilt. Aus QU = QF ,Q; und R® = RZ-R;I1 sowie D, L= D; und DT = D; folgt daher

AD = QURY = QI \Q:R;R
= Di1QF,QTQQ:D;D;RANRRIA"VRA D,

= D;i1QF Q:RAR Dy .

Da jede der Matrizen éiT—p @i, R; und ]?5;11 gegen Id konvergiert, konvergiert das Produkt
also gegen D; _1AD; 1 = A, womit die Behauptung gezeigt ist. U

2Genauer erhilt man wegen der Beschréinktheit der Matrixnormen ||Qs||2 und ||R;||2 zunéchst konvergen-
te Teilfolgen, aus denen man wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung dann auf einen eindeutigen Grenzwert
fiir alle Teilfolgen schlief3t.
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Bemerkung 1.14 (i) Tatséchlich ist die Tatsache, dass AWM in Tridiagonalform vorliegt,
nicht wesentlich fiir den korrekten Ablauf des Algorithmus, sie vereinfacht aber die Q)R-
Zerlegung in Schritt (1) erheblich: Man sieht leicht, dass die in Algorithmus 2.20 der
Einfiihrung in die Numerik auftretenden Summen in diesem Fall nur aus maximal 3 Sum-
manden bestehen, weswegen sich der Aufwand eines Schrittes des Algorithmus auf O(n?) re-
duziert. Die Transformation von A auf Tridiagonalgestalt besitzt zwar den Aufwand O(n?),
ohne die vorhergehende Tridiagonalisierung wire allerdings der Aufwand jedes Schrittes
gleich O(n?).

(ii) Eine genauere Analyse zeigt, dass der Algorithmus auch fiir mehrfache Eigenwerte
konvergiert. Existieren allerdings Eigenwerte A; und A; mit A; = —\; so kann in A ein
2 x 2-Block stehen bleiben.

(iii) Die approximativen Eigenwerte von A liest man bei diesem Algorithmus einfach aus
der Diagonalen von A® ab. Die zugehorigen Eigenvektoren werden approximiert durch die

Spalten der Transformationsmatrix Q;, fiir die @;‘FAQZ = A® gilt. Diese ist nach Lemma
1.11(i) gerade durch Q, = PQ;_; = PQW ... QU~1) gegeben.

(iv) Als Abbruchkriterium des Algorithmus empfiehlt sich die GréBe der Nicht-Diagonal-
eintriige von AW, Zerlegen wir die Matrix A® in ihren Diagonalanteil A®) und den Nicht-
Diagonalanteil B, so gilt fiir die Eigenwerte von A (die gleich den Eigenwerten von AW
sind)

A(4) = M(AD) = \;(AD + BO) ~ Xy (AD) 4 | BO],,

wobei die letzte “ungefihre” Gleichung aus der Konditionsanalyse des FEigenwertproblems
folgt. Fiir Diagonalmatrizen (bzw. allgemeiner fiir normale Matrizen) ist die Kondition
des Eigenwertproblems beziiglich der 2-Norm gemifi Bemerkung 1.4(ii) gerade gleich 1.
Die Matrixnorm ||B®||, lisst sich aber durch die Gréfie der Eintriige von B, also der
Nicht-Diagonaleintriige von A(®) abschiitzen.

Eine Analyse der Matrizen @Z und R; sowie ihrer Inversen zeigt, dass die Grofle der Nicht-
Diagonaleintrédge durch die Eintrége der im Beweis vorkommenden Matrix F; bestimmt ist
und durch C max;<;(A,/A;)" ! fiir ein C > 0 abgeschéitzt werden kann. o

Die Beobachtung in Punkt (iv) zeigt, dass der Algorithmus langsam konvergiert, wenn zwei
Eigenwerte A\; und \; 1 existieren, die betragsméflig nahe beieinander liegen.

Zur Beschleunigung des Algorithmus verwendet man hier sogenannte Shift-Strategien, von
denen wir hier den expliziten Shift kurz erlautern wollen. Die Grundidee ist, die Eigenwerte
von A so zu verschieben, dass der Quotient |Ajyq1/A;| kleiner wird. Dazu fiihrt man in
der Iteration einen (moglicherweise vom aktuellen Iterationsschritt i abhingigen) Shift-
Parameter o; ein und dndert den Algorithmus wie folgt ab.

Algorithmus 1.15 (QR-Algorithmus zur Eigenwertberechnung mit Shift)
Eingabe: symmetrische, reelle Matrix A, Folge von Shift-Parametern o;

(0) Setze A := PTAP mit P aus Korollar 1.9, 7 := 1
(1) Berechne eine QR-Zerlegung A®) — ¢;1d = Q) R()
(2) Setze AUTD .= ROQO) 4+ 5,1d, i := i + 1 und fahre fort bei (1)
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Ausgabe: Approximation aller Eigenwerte von A in der Diagonalen von A®) |

Analog zur einfachen Version des Algorithmus gilt
AT = (QNT AD QW ynd (A — 0;1d) ... (A — o11d) = QW ... QWR® ... RO,
Hier konvergieren die Nicht-Diagonaleintriige von A% gegen Null mit der oberen Schranke

Ak — o1 Ak —0’1'1|>
A=l [N =il

max C <
i<k

Die o; sollten also moglichst nahe an dem Eigenwert A1 liegen, fir den |\ 11/A;| maximal
wird.

Wie man dies in der Praxis erreichen kann, ist ein bis heute ungelostes Problem und
immer noch Gegenstand aktueller Forschung. Es gibt allerdings eine Reihe heuristischer
Kriterien, die oft gute Ergebnisse zeigen. Eine von J.H. Wilkinson vorgeschlagene Strategie
z.B. besteht darin, die Eigenwerte der 2 x 2 Matrix am unteren Ende der Tridiagonalmatrix
A® zu berechnen, und o; als den kleineren dieser Werte zu wiihlen.

Bemerkung 1.16 Fiir nichtsymmetrische Matrizen transformiert man A in Schritt (0)
zunéchst auf die sogenannte Hessenbergform

>]< “ e *
*

A — 0
0 -~ 0 % *

statt auf Tridiagonalgestalt. Der Q) R-Algorithmus berechnet dann — unter geeigneten Vor-
aussetzungen — ausgehend von der Hessenberg-Form iterativ eine obere Dreiecksmatrix,
deren Diagonaleintriage auf Grund des Satzes von Schur (siche Schwarz/Kockler [5], Satz
5.12) die Eigenwerte approximieren. Fiir komplexe Eigenwerte A\; = a+ib erhélt man dabei
einen 2 x 2-Block der Form
1 C2
(50)

der — als 2 x 2-Matrix aufgefasst — gerade die Eigenwerte a + ib besitzt. o

1.4 Algorithmen fiir schwach besetzte Matrizen: Arnoldi und
Lanczos

Der rechnerische Hauptaufwand der beschriebenen Verfahren liegt fiir sehr grofie Matrizen
in der Reduktion der urspriinglichen Matrix A auf Tridiagonal- oder Hessenbergform. Ist
diese einmal erreicht, hat jeder QR-Schritt nur noch die Ordnung O(n?), vgl. Bemerkung
1.14(i).
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Fiir schwach (oder auch diinn) besetzte Matrizen — also Matrizen, in denen viele Eintréige
Null sind — ist es in der Regel nicht effizient, fiir die Transformation auf Tridiagonal-
oder Hessenbergform Householder-Transformationen mit Aufwand O(n?) zu verwenden.
Deswegen stellen wir hier alternative Verfahren vor und beginnen mit dem allgemeinen
Fall, in dem A nicht symmetrisch ist.

Das dafiir geeignete Verfahren ist das Arnoldi-Verfahren. Dies beruht auf der Idee, die
Gleichung

QAW = AQ
explizit aufzuschreiben. Bezeichnen wir die Spalten von @ mit ¢; und die Eintrige von AW

mit b;; = gl Ag;, so erhalten wir
j+1

> bijai = Ag;
i=1
und daraus '
J
bjt15¢i11 = Ay — Y bijgi = v
i=1
Gibt man die erste Spalte ¢; von () vor, kann man damit die weiteren ¢; rekursiv bestimmen.

Algorithmus 1.17 (Arnoldi-Verfahren)
Eingabe: A € R"*", ¢; € R" mit [|¢1]]2 =1
(1) Fir j=1,2,...,n
(2) v = Ag;
firi=1,...,j
bij = qZ-Tv
V=0 — bijqi
Ende der ¢-Schleife
if j#n
(3) ifv£0
bjt1,5 = =£[v]
Gj+1:=0/bjt1,

(4) else
bj+1,5:=0
wahle ¢j41 L span{qi,...,q;} beliebig mit ||gj11|l2 =1
end if
end if

Ende der j-Schleife
Ausgabe: A1) = (bij)ij=1,..n, @ = (q1,---,qn) .

Die Rechnungen im Schritt (2) stellen dabei sicher, dass v (und damit ¢;;) senkrecht auf
q1,-.-.,q;j steht: Fiir j = 1 gilt

T
g = (Ag — ¢t (Ag)a) e =t A" —dd ATqngi g = 0
il
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Fiir j > 1 fahrt man induktiv fort. Tatséchlich findet hier eine Variante der Gram-Schmidt
Orthogonalisierung statt (diese werden wir spiter in Abschnitt 2.8 genauer betrachten).
Die Wahl von bj1 j stellt ||gj+1||2 = 1 sicher. Beachte, dass das Vorzeichen hier frei gew&hlt
werden kann. Der Fall v = 0 wird als “Zusammenbruch” (engl. breakdown) des Verfahrens
bezeichnet, die Wahl von ¢j41 in (4) als “Neustart”. Dieser wird oft auch im Fall v = 0
durchgefithrt. Ein Breakdown tritt auf, wenn die Vektoren ¢i,...,q; einen invarianten
Unterraum fiir A aufspannen, wenn also Aspan{qi,...,qr} = span{qi,..., ¢} gilt.

Im symmetrischen Fall AT = A ist auch A1) symmetrisch und damit tridiagonal. In diesem
Fall kénnen wir die Schleife in (2) ersetzen durch

v =0 —=bjjqj — bj-1,j¢j-1-

Das so modifizierte Verfahren heifit Lanczos-Verfahren. Falls wir nur an den Eigenwerten
und nicht an den Eigenvektoren interessiert sind, miissen die ¢; nicht gespeichert werden.

Vorteile des Verfahrens sind, dass die Anzahl der Rechenoperationen i.W. nur von der
Anzahl der nicht-Null Eintrége von A abhéngt, da nur diese beim Auswerten von Ag;
verwendet werden. Tatséchlich braucht A gar nicht explizit bekannt zu sein; es reicht fiir
den Algorithmus, eine Routine zu haben, die Ag; ausrechnen kann. Nachteil des Verfahrens
ist, dass es numerisch weniger stabil als die Variante iiber die () R-Zerlegung ist.

1.5 Das unvollstindige Lanczos-Verfahren

Die Eigenwerte von A kénnte man nun mit dem gerade beschriebenen Lanczos-Verfahren
und nachfolgendem @ R-Verfahren bestimmen. Wenn A sehr grof ist, kann aber auch die-
se sehr effiziente Methode sehr lange dauern. Wir untersuchen daher nun, ob man noch
sinnvolle Ergebnisse erhalten kann, wenn man das Lanczos-Verfahren frithzeitig, also nach
m < n Schritten abbricht.

Wir betrachten also eine symmetrische Matrix A € R™*" und nummerieren ihre Eigenwerte
Ai(A) in der Form
M(A) > ... > A (A).

Die Matrix @ enthalte eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren, also A = QTAQ, wobei
Q = diag(Ai1(A), ..., A\ (A)). Wir erinnern zudem daran, dass die Eigenwerte immer reell
sind und fiir die Kondition des Eigenwertproblems k.5 = 1 gilt (dies folgt aus Bemerkung
1.4, weil symmetrische Matrizen immer normal sind).

Wir betrachten nun zunichst drei vorbereitende Sitze.

Satz 1.18 Sei AT = A, ||z|2 = 1 und (A — pld)z||2 = ¢ fiir ein x € R und £ > 0. Dann
besitzt A einen Eigenwert A mit |A — pu] < e.

Beweis: Es gilt

I ] (A = ud) (=) 3
max{ ——— ¢ = A— pld)™t = sup
Z, { N A)_M} (4= 1) o = sup LA
ol 1

I(A = pld)zlls &
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Durch Bilden des Kehrwerts folgt die Behauptung. 1l

Als né#chstes betrachten wir eine Moglichkeit, Eigenwerte als Maxima und Minima zu cha-
rakterisieren. Fiir k € {1,...,n} definieren wir dazu fiir die Orthonormalbasis aus Eigen-
vektoren qi, ..., qn.

Q. :=span{qi,...,qx} und @k := span{qk, ..., qn}-

Es gilt der folgende Satz.

Satz 1.19 (Courant-Fischer) Sei A € R"*" symmetrisch. Dann gilt fiir k£ € {1,...,n}:

Me(A) = max min y'Ay = min y'A
k( ) dim S=k veS y y YEQ y y
llyllo=1 lyllo=1
= min max yl Ay = max y’ Ay.
dim S=n—k+1 veS yEQL
llyllg=1 llylla=1

Beweis: Zunichst einmal gilt

in 4T Ay > min yT Ay = ¢l Ag, = M\ (A).
digll%}ik ||g\\1€1£1 rE n%lg; ST o
Yyllo= yllog=1

Auflerdem gilt fiir jeden k-dimensionalen Teilraum S C R™ aus Dimensionsgriinden S N
Qy # {0}. Fiir alle y, € SN Q) mit ||y«|]2 = 1 gilt

min 5" Ay <yl Ay, < Ap(A)
H;lezl
und weil dies fiir alle k-dimensionalen Unterrdume S C R" gilt, gilt die Ungleichung auch

fiir das Maximum {iber S. Die anderen Gleichungen folgen mit analogen Argumenten. 1l
Als Spezialfiille folgen aus dem Satz

M = max y? Ay und )\, = min yT Ay.
lylla=1 llyll2=1

Verwendet man die Matrizen @), anstelle der Matrizen ) aus dem Lanczos-Verfahren, so
ist

By, = Q?nAQm
fiir m < n eine kleinere Matrix als Q7 AQ, deren Eigenwerte (die auch Ritz- Werte genannt
werden) demnach schneller berechnet werden kénnen. Es sei V' der von @, aufgespannte
Unterraum. Der folgende Satz zeigt, wie die Eigenwerte von B, mit denen von A zusam-
menhéngen.

Satz 1.20 (Interlacing) Es gilt
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Beweis: Mit Satz 1.19 und wegen S := Q,,S’ C V fiir alle Unterrdume S’ C R™ gilt

Me(Bm) = max miny? Ay < max miny? Ay = \y(A)

scv  yeS SCR™  yeS
dim S=k dim S=k
und
_ . T - T
Me(Bm) = min  maxy” Ay > min  maxy” Ay
SCcVv S SCR™ S
ye ye
dim S=m—k+1 dim S=m—k+1

= )‘n—(m—k-l—l)—i-l (A) = )‘kJrnfm(A)

Insbesondere gilt also

und firm=n—1

A (A) < A—1(Bp—1) < A—1(A4) <00 < M(Bpo1) < M (4).

Die schon erwédhnte Idee ist nun, die Matrizen @,, und damit die m x m-Tridiagonalmatrix
B = QF AQ,, durch m < n Schritte des Lanczos-Verfahrens zu berechnen. Beachte
dabei, dass die ¢; aus dem Lanczos-Verfahren keine FEigenvektoren sind, der Algorithmus
also nicht die gleichen Matrizen B, wie in Satz 1.20 berechnet. Satz 1.20 liefert daher
keinen Beweis fiir die Genauigkeit des Verfahrens (diese werden wir im Anschluss separat
beweisen), aber die Motivation fiir den Ansatz.

Algorithmus 1.21 (Lanczos-Verfahren mit m Schritten)
Eingabe: A € R"*", ¢ € R" mit [|¢1|2 =1
(1) Fir j=1,2,...,m
(2) v = Agj
fiir i = max{1,j — 1},...,7
bij == qtv
V=0 — bijqi
Ende der i-Schleife

(3) if v£0
bjv1j = [|v]]
Gj+1 :=v/bjt1,
(4) else
Ende mit Fehlermeldung: Breakdown
end if

Ende der j-Schleife
Ausgabe: By, = (bij)ij=1,..m» @m = (¢1,--.,q¢m) =

Die Eigenwerte von By, kénnen dann mit dem @ R-Verfahren berechnet werden. Fiir diese
gilt
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Satz 1.22 Sei (u, w) ein Eigenpaar von B, mit ||w||2 = 1. Dann besitzt A einen Eigenwert
A mit [N — p| < bppp1m| W |, wobel by q1,m und wy, die entsprechenden Eintrége von B,
und w sind.

Beweis: Es gilt AQ,, = QB, mit B, = A", Betrachtet man nur die ersten m Spalten
dieser Matrixgleichung, so erhilt man wegen der Tridiagonalform von B,

AQm = (QBn)lm = QmBm + bm—l—l,QO—He%y

wobei wir verwendet haben, dass B,, als Tridiagonalmatrix die Blockstruktur

0 0 bmtim
B,, * ' 00 0
Bn_(Cm *> mit Cp, = :
00 0

besitzt. Fiir x = Qpw gilt ||z|2 = 1 und damit

(A —pld)x = AQnw — Quuw = (AQy — QumBm)w = bm+17mqm+1e?nw.

Daraus folgt ||(A — pld)z||2 < bpmt1,m|wm| und die Behauptung folgt aus Satz 1.18. U

1.6 Weitere Verfahren fiir symmetrische Matrizen

Abschlielend wollen wir einige Alternativen zum @ R-Verfahren fiir tridiagonale, symme-
trische Matrizen besprechen, die in gewissen Situationen Vorteile haben kénnen.

Bisektion

Fiir tridiagonale und symmetrische Matrizen nimmt das charakteristische Polynom eine
sehr einfache Form an, weswegen es u.U. eine sinnvolle Alternative fiir die Eigenwertbe-
rechnung sein kann. Bezeichnen wir die Diagonalelemente mit a; und die Nebendiagonal-
elemente mit b;. Sei zudem Aj die obere linke k x k-Submatrix von A. Dann gilt fiir das
charakteristische Polynom aus der Determinantenentwicklung die Rekursionsformel

bA, ()‘) = det((A - AId)k) = (ak - )‘)pAkﬂ()‘) - bk—lpAk72 ()‘)

Wenn wir nun ¢ und b mit p(a)p(b) < 0 finden konnen, konnen wir eine Nullstelle, also
einen Eigenwert, relativ einfach per Bisektion ausrechnen. Das Problem ist aber, dass wir
dann nicht genau wissen, welchen Eigenwert man so findet.

Dieses Problem kann man aber beheben: Da die Determinante gerade das Produkt der
Eigenwerte ist, ist das Vorzeichen von det((A—AId);) gerade dann positiv, wenn die Anzahl
der Eigenwerte < A gerade ist. Zudem folgt aus dem Interlacing-Satz 1.20

Aj+1((A = Ald)1) < Aj((A = Ald)g) < Aj((A — Aldgya).
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Berechnen wir also rekursiv die Determinanten det((A—Ald)y) fiir £ = 1,2, ..., so bedeutet
jeder Vorzeichenwechsel von k nach k+1, dass der neu hinzugekommene Eigenwert < A ist.
Damit kénnen wir rekursiv bestimmen, wie viele Eigenwerte kleiner und wie viele grofer
als A sind, d.h. die Zahl

j+ () = max{j | A;(4) > A},

Damit koénnen wir nun in der Bisektion gezielt den k-ten Eigenwert aus der Liste der
Eigenwerte zwischen a und b wie folgt ausrechnen

Algorithmus 1.23 (Bisektionsalgorithmus fiir k-ten Eigenwert)
Eingabe: a < b mit p(a)p(b) <0, >0
solange |b —a| > ¢

c=a+(b—a)/2

if (jy(c) > k) then b = c else a = ¢ end if

Ausgabe: Niherung c des k-ten Eigenwerts A\ (A), falls dieser am Anfang in [a, b] enthalten
ist. Falls Ap(A4) < a, konvergiert ¢ gegen a und falls Ax(A) > b konvergiert ¢ gegen b. |

Dass der Algorithmus tatséchlich das behauptete Konvergenzverhalten aufweist, folgt dar-
aus, dass im Fall Ai(A) € [a, b] im verlauf des Algorithmus stets j;(a) < k und j*(b) > k
gilt.

Wenn die Matrix A grof} ist, man nur wenige Eigenwerte berechnen will und geeignete
Startwerte a und b leicht zu bestimmen sind, kann die Bisektion besser sein als der QQR-
Algorithmus.

Jacobi-Iteration

Die Jacobi-Iteration benétigt symmetrische, aber nicht notwendigerweise tridiagonale Ma-
trizen A als Eingabe. Thre Idee liegt darin, fiir 1 <14 < j < n die Submatrix

gij _ [ @i ag
@ij Qg
zu betrachten und eine Givens-Rotation G;; (vgl. dazu (1.9)) mit Submatrix CAJZ-]- zu kon-
struieren, so dass B;; = GijAZ-jGZ-Tj eine Diagonalmatrix wird. Dann setzen wir

Die Eintrége ¢ und s der Givens-Rotationsmatrix (1.9) wéhlt man dazu als

s:=1/\/1+7% c=s7

mit
T = ! o= L%
O +sgn(©)v1 + 62’ 2a;5
Das folgende Beispiel illustriert diese Rechnung
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Beispiel 1.24 Betrachte die Matrix
1
A=\ 3
4

-~ 1 2

und geméf den Rechnungen nach (1.9) ergibt sich (alle Zahlen auf sechs Stellen gerundet)

—~ 0.61541 0.78821
Gi3 = )

O N W
W O =~

Dann ist

—0.78821 0.61541

Damit gilt
4.23606  2.10292 0
G13AG{3 = | 2.10292 2 —3.40260
0 —3.40260 —0.23607

Es sind also tatséchlich an den gewiinschten Stellen Nulleintrige entstanden, dafiir sind
aber an anderen Stellen aus Nulleintrigen Nicht-Nulleintridge geworden. a

Tatsichlich kénnen sich beim Ubergang von A zu B alle Elemente in der i-ten und j-
ten Zeile und Spalte von A verdndern. Daher ist zun#chst nicht offensichtlich, dass diese
Operation die Nichtdiagonalelemente von A insgesamt verkleinert. Im obigen Beispiel ist
das fiir einzelne Elemente offensichtlich auch nicht der Fall. Betrachtet man allerdings
die Summe der quadrierten Nichtdiagonalelemente, so lautet diese fiir A 2 - 3% 4242 =
184 32 = 50 und fiir die transformierte Matrix 2-2.10292% + 2 - 3.40260? ~ 32. Die Summe
der Quadrate nimmt also offenbar ab und dies ldsst sich auch allgemein beweisen. Wir
betrachten dazu

S(A) =) af = [|AlF — lldiag(A)] %,

i,j=1

i#j
wobei [|Allp == /31—y a?j die Frobenius-Norm von A bezeichnet und diag(A) := diag(a11,
a2, - - ., Any) gilt. Da || A% die Summe der quadrierten Lingen der Spaltenvektoren in A

ist, ist diese Grofle invariant unter orthogonalen (also lingentreuen) Transformationen. Es
gilt also ||B||r = ||A||r und damit

S(B) —5(A) = |Bl% - |ldiag(B)l|3 — [|AlF + [[diag(A)[|%

= |diag(A)||% — |diag(B)|7 = aj; + af; — b5 — b5,
da dies die einzigen Nichtdiagonalelemente unter den verdnderten Elementen sind. Wie-
derum auf Grund der Léngenerhaltung der Givens-Rotation folgt nun b% + b?j + 2bz2j =
a?i + a?j + 2afj sowie b;; = bj; = 0. Damit folgt
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Die Summe der Nichtdiagonalelemente nimmt also in jedem Schritt ab. Die Elemente a;;
werden nun entweder so ausgewihlt, dass ihr Betrag maximal ist (was den grofiten Abstieg
von S(A) bewirkt aber eine aufwéndige Suche nétig macht), oder es werden einfach zyklisch
alle Elemente a;; durchlaufen. Die erste Variante heiflt klassisches Jacobi-Verfahren, die
zweite zyklisches Jacobi- Verfahren. Bezeichnet man die so erhaltenen Matrizen mit A®),
so kann man in beiden Fillen beweisen, dass S(A®*)) — 0 konvergiert fiir k — oo.

Divide and Conquer

Kehren wir noch einmal zum tridiagonalen (und symmetrischen) Fall zuriick. Dann kann
die Matrix A aufgeteilt werden als

o~

A2 AQ

Nun kann man mit geeigneten Algorithmen die Eigenwerte von A aus denen von A; und /Tg
berechnen und so das Problem in kleinere Teilprobleme aufspalten. Details dazu finden sich
z.B. in dem Buch Grundlagen der Numerischen Mathematik und des Wissenschaftlichen
Rechnens von Martin Hanke-Bourgeois, Vieweg und Teubner, 2009.

1.7 Singuldrwertzerlegung

Wir haben bereits in der Einfithrung in die Numerik die Singuldrwertzerlegung einer nicht-
quadratischen Matrix kennengelernt. Hier beweisen wir zunéchst deren Existenz, womit
wir auch den Zusammenhang zu den Eigenwerten kldren.

Satz 1.25 Zu jeder Matrix A € R™*™ existieren zwei orthogonale Matrizen U € R™*™
und V € R™" (also mit UTU = Id, VTV = 1d) sowie eine Matrix ¥ € R™*" gibt, bei der
nur die Diagonalelemente o; Werte ungleich Null annehmen kénnen, so dass

A=UxvT

gilt. Die Diagonaleintréige von X sind dabei eindeutig (bis auf Vertauschung), stimmen mit
den Wurzeln der Eigenwerte der Matrix AT A iiberein und heiflen die Singulirwerte von A.

Beweis: Da AT A symmetrisch ist, existiert eine orthogonale Matrix V € R™*™ mit
VI AT AV = diag(\1, ..., Am)-

Dabei seien die \; betragsméfBig absteigend sortiert, also |Aj11| < |A;]. Fiir die Spalten v;
von V gilt ATAvj = A\jv; und damit

)‘j = )\jUijj = UJTATAUJ‘ = HAUJH% > 0.
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Also konnen wir o; := y/\; setzen und erhalten reelle Werte.

Seien nun o1,...,0, # 0 und oy11,...,0,m = 0. Wir setzen u; = O'Z-_lA’UZ' e R™ fir ¢ =
1,...,r. Dann ist

ulu; = A7 (Av) T Avy = A\ ol AT Avy = ol v = 1

und
ulu; = A;l/Q)\;l/Q(Avi)TAvj =\l AT Av; = A;l/z)\;/Qviij =0

fiir i # j. Folglich kénnen die wy,...,u, zu einer Orthonormalbasis (u,...,u,) des R"
ergdnzt werden. Aus o,41,...,0, = 0 folgt A\yq,..., Ny = 0 und damit Av; = 0 fiir
j=r+1,....m. Fir U = (uy,...,u,) € R"™" gilt daher UYX = (Avy,..., Av,,0,...,0) =
(Avy, ..., Avy,) = AV und folglich

UsvT = AvvT = A,
1l

Die Singuldrwertzerlegung ist z.B. wichtig, um sehr grofie Matrizen A durch Matrizen Ay
zu ersetzen, die mit weniger Platz gespeichert werden koénnen. Dazu definiert man Uy
als die Matrix, die die ersten k£ Spalten von U enthéilt, Vj als die Matrix, die die ersten
k Zeilen von V enthélt und X; als die obere linke k x k-Untermatrix von ¥ und setzt
Ap = UpXiVi. Beachte, dass A, und A die gleiche Dimension besitzen. Dann kann man
beweisen, dass die Differenz zwischen Ax und Apx in der 2-Norm von der Grofle der in
Y fehlenden Singuldrwerte abhéingt. Besitzt A also viele Singuldrwerte nahe 0, so kann
man k klein wahlen und viele Singuldrwerte “abschneiden”, ohne einen groflen Fehler zu
machen, wodurch Uy ¥ und Vi mit insgesamt deutlich weniger Speicherbedarf als das
urspriingliche A gespeichert werden kénnen. Auch kann Agx dann schneller ausgewertet
werden als Ax.

Eine erste Idee zur Berechnung der Singuldrwertzerlegung wére nun, einfach einen Eigen-
wertalgorithmus auf A”A anzuwenden. Ahnlich wie bei den Normalengleichungen kann
dies aber numerisch instabil werden, weil die Kondition von AT A sehr groB werden kann.
Besser ist es, direkt mit der Matrix A zu arbeiten.

Dazu bringen wir B zunéchst durch geeignete Householder-Transformationen von links
und rechts in Bidiagonalform, um die Anzahl der Rechenoperationen der nachfolgenden
Q) R-Tterationen zu verringern.

Algorithmus 1.26
Eingabe: Ay := A € R™*"
firj=1,...,n—1
bestimme die Householder-Matrix H;, die die j-te Spalte von A;_;
nach span{e, ..., e;} spiegelt
Setze Zj = HjAj,1
Falls j <n—2
bestimme die Householder-Matrix K, die die j-te Zeile von /Tj
nach span{er, ..., e;j1} spiegelt
Setze Aj = Aijj
Ausgabe: B = An,l =H, 1-...- HHAK; - ... K,,_5 in Bidiagonalform o
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Alternativ kann man fiir grofle schwach besetzte Matrizen eine Variante des Lanczos-
Verfahrens verwenden.

Die Matrix B ist jetzt in der Form

bi1 b2

bn—l,n

b'I’LTL

Die Idee ist nun, direkt auf der Matrix B eine Operation durchzufiihren, die einem Schritt
des QR-Algorithmus auf der Matrix BT B entspricht und die Bidiagonalstruktur von B
erhélt. Dies geht allerdings nicht mit Housholder-Transformationen sondern nur, wenn
die Matrix @) iiber Givens-Rotationen berechnet wird. Dabei wird die orthogonale Matrix
@ nicht durch Spiegelungen sondern durch Drehungen erzeugt. Eine Givens-Rotation ist
definiert als Matrix der Form

1

1

mit s = sina und ¢ = cos « fiir einen Winkel o € R. Diese Eintrige stehen dabei in Zeile
bzw. Spalte k und [.

Angewendet auf einen Vektor x ergibt sich

cxy, + sy, firi==%
Gpr =< —svp+cx;, firi=1I (1.10)
T, sonst

Die Matrix Gy definiert also eine Rotation oder Drehung um den Winkel « in der Ebene
span{eg, e;}. Zur Erzeugung der oberen Dreiecksmatrix R = QT A aus einer Matrix A
miissen wir nun die Eintrége unterhalb der Diagonalen durch passende Drehungen zu Null
machen. Sei dazu x die k-te Spalte der Matrix A und [ > k der Zeilenindex des Elements,
das den Wert 0 erhalten soll. Durch Einsetzen in (1.10) sieht man, dass man dies mit der

Wahl
Ti=a/1, s:=1/\V/1+72 c=sT

Ti=x/rK, c:=1//1+472 s=cr

fir |z > |zk| bzw.
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andernfalls, gerade erreicht. Man kann also die einzelnen Eintrige der Matrix A unterhalb
der Diagonalen wir bei der Gaufl-Elimination sukzessive zu Null machen. Aufmultiplizieren
der dazu bendtigten Gy;’s liefert dann die Matrix Q7.

Fiir voll besetzte Matrizen sind fiir die Q) R-Zerlegung mittels Givens-Rotationen &hnlich
viele Operationen wie bei Householder nétig. Fiir Matrizen in spezieller Form — z.B. in
Hessenberg-Form aus Bemerkung 1.16 — reduziert sich die Anzahl der benotigten Opera-
tionen hingegen deutlich, dhnlich wie bei Householder, vgl. Bemerkung 1.14.

Fiir unsere Aufgabe, die QR-Zerlegung von BT B auf Basis von B zu berechnen, haben die
Givens-Rotationen gegeniiber den Housholder-Spiegelungen den entscheidenden Vorteil,
dass ihre Auswirkungen auf die Eintrége in den anderen Spalten giinstiger sind. Angewen-
det auf

*x x 0 0 0
*x x x 0 0
BT B=10 % % % 0
0 0 % x x
00 0 x =«

muss zunéchst G1o angewendet werden, um die erste Spalte in die Form (%, 0,0, 0,0, O)T zZu
bringen. Dadurch ist BGT, von der Form

él = BG{Q =

o O Op *
O O O % *
O ¥*x ¥ O O
* ¥ O O O

S O % % O

Dieser zusétzliche Eintrag kann aber durch eine weitere Givens-Rotation élg angewendet
auf By wieder entfernt werden. Wir erhalten so

Bl = élgél = élzBG{Z =

o O OO *
O OO ¥ %
O O % % B
O % ¥ OO
* ¥ O O O

Wegen
BY Bi = (G12BG1y)" (G12BG1y) = (BGY,)' (G12BGY,) = Bi By
hat die Matrix G12 hierbei keinen Einfluss auf die Matrix, die wir QR-zerlegen wollen.

Der jetzt neu entstandene nicht-Null-Eintrag an der Stelle (1,3) — der sogenannte Fill-in
— wird nun durch die néchste Givens-Rotation Ga3 angewendet auf B?Bl wieder entfernt,
wie ein kleine Rechnung zeigt. Da dies diese Rotation eindeutig definiert, kann diese nun
auch direkt auf Basis von Bj berechnet werden. Die neue Matrix EQ besitzt nun einen
Fill-in an der Stelle (3,2), der durch ein geeignetes Glas entfernt werden muss. Fiihrt man
dies Schritt fiir Schritt weiter durch, rutscht der Fill-in immer weiter nach rechts unten
und verschwindet zuletzt. Aufmultiplizieren der éij zu einem G und der G;j zu einem G
liefert dann die bidiagonale Matrix B(1) = éBGT, wobei (BM)TB(M) gerade der Matrix
entspricht, die nach einem @QR-Schritt aus BT B hervorgeht. Auf diese Weise kann der
QR-Algorithmus 1.10 direkt auf B statt auf A = BT B ausgefiihrt werden.
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Kapitel 2

Iterative Verfahren fiir lineare
Gleichungssysteme

Wir haben bereits in der Einfiihrung in die Numerik einige iterative Verfahren zur Lésung
linearer Gleichungssystems
Ax =10

kennengelernt. Diese Verfahren sind insbesondere dann effizient, wenn die Matrix A sehr
grof} ist, aber nur wenige Eintrige ungleich Null besitzt. Die Matrix A heifit dann schwach
besetzt oder diinn besetzt. Solche Matrizen speichert man nicht in einem zweidimensionalen
Array, sondern man speichert jeden Eintrag a;; # 0 einzeln als Tripel (i, j,d) mit d = a;;
ab. Wird eine Matrix durch N solche Tripel (i;, j;, d;) mit [ = 1,..., N beschrieben, kann
man z.B. die Multiplikation von A mit einem Vektor x mittels

y =0, vi, =y, +dizj,, l=1,...,N

mit Ordnung O(N) realisieren. Der Rechenaufwand héngt also nicht von der Grofle der
Matrix sondern von der Anzahl der nicht-Null-Eintréage ab.

Es gibt durchaus Ansétze, direkte Verfahren wie die Gauf-Elimination oder das Choleski-
Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme mit solchen Matrizen zu verwenden. Das
Problem ist aber, dass im Zuge des Eliminationsverfahrens viele vorherige Null-Eintrige
Werte ungleich Null erhalten, so dass die diinn besetzte Struktur verloren geht und der
Rechenaufwand drastisch ansteigt. Verfahren dieser Art sind daher nur fiir ganz spezielle
Strukturen geeignet, d.h. wenn die nicht-Null-Eintriage nach speziellen Mustern angeordnet
sind. Wir wollen diese Verfahren hier nicht betrachten und uns ganz auf iterative Verfahren
beschranken. Wir beginnen mit einer sehr allgemeinen Idee, in der wir insbesondere einige
Verfahren aus der Einfiihrung in die Numerik als Spezialfille wieder finden kénnen.

2.1 Grundidee

Das einfachste Verfahren zur iterativen Losung ist die Richardson-Iteration, die nichts an-
deres als die lineare Version der Fixpunkt-Iteration ist: wir schreiben das Nullstelenproblem

29
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0 = f(x) := b— Az um in ein Fixpunktproblem 0 = g(z) = x + f(z) = = + (b — Ax) =
(Id — A)z + b und verwenden g als Iterationsvorschrift.

Algorithmus 2.1 Richardson-Iteration
(0) Wiihle einen Startwert z(0) ¢ R™
(1) Berechne iterativ z*+1) := (Id — A)z*) + b O

Korollar 2.2 Die Richardson-iteration konvergiert gegen die Losung des Gleichungssy-
stems Az = b, wenn X(A) C Bg(1) fiir ein © < 1 gilt. Dabei bezeichnet ¥(A) = {\ €
C| A ist Eigenwert von A} das Spektrum von A und Bg(1) den Ball mit Radius © um 1
in C.

Beweis: Es folgt aus Korollar 5.3 aus der Einfithrung in die Numerik, dass die Iteration kon-
vergiert, wenn p(Id—A) < 1ist (Erinnerung: p(A) = max{|\| : A € C ist Eigenwert von A}
bezeichnet den Spektralradius von A).

Da die Eigenwerte von Id — A gerade durch 1 — XA mit A € X(A) gegeben sind, ist dies
dquivalent zu der angegebenen Bedingung ¥(A) C Be(1) fiir ein © < 1. U

2.2  Vorkonditionierung

Offenbar funktioniert dieses einfache Verfahren nur fiir eine eingeschrinkte Klasse von
Matrizen A. Um das Verfahren zu erweitern, schreiben wir es in der Form

Azx®) = p— Az, c* D) = (k) 4 Ag(),

Die Idee zur Erweiterung liegt nun darin, die Definition von Az*) durch Multiplikation mit
einer invertierbaren Matrix M € R™*" zu verallgemeinern. Dies fiithrt auf das Verfahren

MAz®) =b—Az®, 2D = ) 4 Ax®), (2.1)

Die Matrix M heifit hierbei Vorkonditionierer und fiir M = Id erhalten wir die einfache
Richardson-Iteration. Die Multiplikation von Az(*) mit M ist dquivalent zur Multiplikation
von A und b mit M !, d.h. formal skaliert der Priikonditionierer das Gleichungssystem
lediglich, woraus sofort ersichtlich ist, dass sich die Losung nicht &ndert. Die linke Gleichung
in (2.1) muss hierbei i.A. noch gelost werden (wie man das macht, hingt von der Form
von M ab), deswegen steht dort ein “=" und nicht ein “:=”. Die Iteration (2.1) kann man
alternativ als

D) = 20 4 = — Ay = (1d = M A)a® = MY (M — A)2™® + M

schreiben, woran man noch einmal sieht, dass der Vektor 2* = A~'b — unabhingig von
der Wahl von M — ein Fixpunkt ist.

Das folgende Korollar folgt vollig analog zu Korollar 2.2.
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Korollar 2.3 Die Iteration (2.1) konvergiert gegen die Losung des Gleichungssystems
Az = b, wenn (M1 A) C Be(1) oder dquivalent p(M 1 (M — A)) < O fiir ein © < 1 gilt.

Wir haben in der Einfithrung der Numerik bereits gesehen, dass der Banach’sche Fix-
punktsatz, der hinter diesen Konvergenzresultaten steckt, auch Fehlerabschitzungen an-
gibt, allerdings im Allgemeinen in einer unbekannten Norm (siche Bemerkung 2.30 in der
Einfithrung der Numerik). Mit den folgenden Uberlegungen koénnen wir eine konstruktive
Variante dieser Aussage erhalten.

Fiir eine symmetrische und positiv definite (im Folgenden kurz “spd”) Matrix M € R™*"
definieren wir dazu das (komplexe) Skalarprodukt

(@, y)ar = 2T My.
Eine Matrix B heifit selbstadjungiert bzgl. M, falls
(Bx,y)m = (2, By)u Va,y €R"

gilt, was dquivalent zu BT M = MB ist. In diesem Fall sinde die Eigenwerte von B reell
und es gibt eine M-orthogonale Basis von Eigenvektoren, d.h. (v;, v;)p = 0 fiir ¢ # j. Fiir
V = (vi,...,vy) ist dies dquivalent zu VI MV = diag(dy, ..., d,) mit d; = (v;,v;)3,.

Fiir die Konvergenz in Korollar 2.3 sind die Eigenwerte von M ~1'A entscheidend. Diese
sind durch die dquivalenten Gleichungen

M 'Av=X v & Av=\Mv

charakterisiert, die als verallgemeinertes Eigenwertproblem bezeichnet werden. Dabei ha-
ben die Matrizen M 1A und AM~! die gleichen Eigenwerte, weil sie wegen AM ! =
M(M~*A)M~! shnlich zueinander sind. Zudem ist ist M ~!A selbstajungiert bzgl. M.

Analog kénnen wir das reelle Skalarprodukt
(@, y)ar = 2" My

mit zugehoriger Norm ||z|[ar = /(z, )y definieren. Fiir die obige Eigenwertbasis V' und
A = diag(\1, ..., \p) gilt dann VI MV = D sowie

M AV = VA = VTAV =VTMVA = DA.

Zudem sind die Eintrage d; von D positiv. Daraus folgt, dass wir eine positive Diagonal-
matrix D und eine invertierbare Matrix V finden kénnen mit

VIMV = D und VT AV = DA.

Durch Skalierung der v; kénnen wir D = Id wihlen. Dann gilt ||z|a = ||V " x|z fiir das
skalierte V. Falls A spd ist, konnen wir analog (z,y)a und ||z|| 4 definieren. Skalieren wir
dann die v; so, dass D = A~! gilt, folgt ||z]|4 = ||V~ x||2 fiir das skalierte V.

Damit erhalten wir das folgende Resultat.
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Korollar 2.4 Falls A und M spd sind und X(M~1A) € [1 — ©,1 + O] gilt fiir ein © < 1,
dann gelten fiir die Iteration (2.1) die Abschétzungen

2 — s < Ofal®) %y

125D — 2% 4 < O|2®) — 2¥| 4.

Beweis: Unter Verwendung der obigen Gleichungen gilt M~'(M — A) = Id — M~1A =
Id — VAV ~!. Daraus folgt

IM7HM = Azllyr = lz = VAV alar = [V = VAV )2

= [[d -0V~ ]y < [Id = Al [V 2]l < Ollz]ar
—_——
<o
Die gleiche Ungleichung beweist man analog fiir |[M =1 (M — A)z|| 4.

Aus diesen Ungleichungen folgt, dass z + M ~'(M — A) eine Kontraktion bzgl. der ange-
gebenen Normen mit Konstante © ist. Daraus folgt sofort die Behauptung. U

Das Resultat sagt, das die Kontraktionseigenschaft nicht nur fiir eine i.A. unbekannte Norm
sondern fiir zwei bekannte (und berechenbare) Normen gilt.

2.3 Klassische Vorkonditionierer

Wir betrachten nun eine Reihe unterschiedlicher Vorkonditionierer.
0)

M = A: In diesem Fall erhalten wir fiir beliebiges 2(°) nach einem Schritt () = z*

(bis auf Rundungsfehler). Die Wahl fiihrt aber auf kein praktisches Verfahren, da wir zur
Implementierung ja M~' = A~! kennen miissten.

M = diag(aii,. .., any): In diesem Fall stimmt die Iterationsvorschrift 2D = pf (M -
A)z®) 4 M~1b gerade mit dem Jacobi-Verfahren aus Abschnitt 2.9 der Einfithrung in
die Numerik {iberein.

M = “unterer Dreiecksanteil von A”: Damit erhalten wir gerade das Gauf3-Seidel-Ver-
fahren aus Abschnitt 2.9 der Einfithrung in die Numerik.

Die Konvergenz dieser Verfahren hatten wir bereits in der Einfithrung in die Numerik
untersucht, weswegen wir dies hier nicht wiederholen.

Man kann diese klassischen Verfahren modifizieren, indem man Bldcke entlang der Diago-
nalen oder ganze Nebendiagonalen zu M hinzufiigt; so erhélt man Block- oder Band-Jacobi

bzw. -Gauf3-Seidel-Verfahren.

Fiir symmetrische Matrizen A ist es naheliegend, auch den Vorkonditionieren M im Gauf-
Seidel-Verfahren symmetrisch zu wihlen. Dazu wahlt man D als den Diagonalanteil von A
und L als den unteren Dreiecksanteil von A ohne die Diagonale und setzt

M = (L+D)D YL+ D)T.

Dieses symmetrische Gauf3-Seidel-Verfahren hat die folgende Konvergenzeigenschaft.
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Satz 2.5 Sei A spd. Dann gilt S(M~1A) € (0,1), womit die symmetrische Gauf-Seidel-
Iteration konvergiert.

Beweis: Es gilt
M=D+L+L"+LD'L"=A+LD'L".
Die Eigenwerte A von M~ A erfiillen die Gleichung
Av=AMv = XA+ LD 'L")v.

Da beide Matrizen spd sind, sind alle Eigenwerte reell. Wenn wir die Gleichung von links
mit v7 multiplizieren erhalten wir
\_ vl Av
 wTAv+oTLD-1LT¢c

€ (0,1),

weil A und LD7'LT spd und damit alle Summanden positiv sind. U
Weitere Varianten zur Wahl von M sind unvollstdndige LR- oder Choleski-Zerlegungen.

2.4 Relaxation

Die Relaxation oder Ddmpfung ist uns ebenfalls bereits aus der Einfithrung in die Numerik
bekannt. Die Idee besteht darin, die Iteration (2.1) durch

MAz® .—p — Al‘(k), 2D = 2B L AP, (2.2)

zu ersetzen, wobei w > 0 der Relaxations- oder Ddmpfungsparanmeter ist. Dies kann man
alternativ durch Ersetzen von M durch w™'M erreichen, weswegen Relaxation nur eine
andere Art ist, den Vorkonditionierer M zu wéhlen. Dies kénnen wir fiir die Konvergenz-
analyse ausnutzen.

Eine geschickte Wahl von w > 0 gibt uns die Mdoglichkeit, Konvergenz zu erhalten, auch
wenn die Bedingung an X (M ~!A) aus Korollar 2.3 nicht erfiillt ist. Nehmen wir an, dass
Y(M~tA) C Bg(c) liegt fiir ¢ € R und R < |c|. Dann gilt fiir w = 1/c die Inklusion

S(wM1A) = %E(M‘IA) C Bryo(1) C Bo(1)

fir ® = R/c < 1.

Fiir den Fall, dass X(wM ~!A) reell ist, kénnen wir dies noch verfeinern. Nehmen wir an,
dass ©(M~tA) C [v,T] gilt fiir reelle Zahlen 0 < v < T'. Dann gilt S(M~!A) C Bg(c) fiir
R=(-%)/2und ¢ = (y+7T)/2. Fir

1 2
w=- = —-
c ~y+T
ergibt sich so
r— 1
S(wMtA) c1-6,1+0], o — Y RAM

Y+T  kam+1
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wobei
kam =1/v (2.3)

die Kondition von A relativ zu M genannt wird. Die Werte I" und ~ sind dabei gerade der
maximale bzw. minimale Eigenwert des verallgemeinerten Eigenwertproblems

Av = AMw.

Fiir den Fall, dass M und A spd sind, ergibt sich eine besonders schone Aussage.

Satz 2.6 Falls M und A spd sind, gibt es 0 < v < T mit X(M~tA) C [y,T] und fiir die
Wahl von w wie oben gilt

240 — a7 lar < ©]a®) — oy
24D — 274 < OlJa® — 2”1

mit © = (kam —1)/(ka,m + 1) und der in (2.3) definierten Kondition k4 s von A relativ
zu M.

Beweis: Sei A € X(M 1 A) mit Eigenvektor v. Dann sind A und v reell und es gilt

B vl Av -0

 vIT'Mvo ’
Damit ist auch v als kleinster Figenwert positiv. Die Behauptung folgt nun aus Korollar
2.4. U

2.5 Das vorkonditionierte Gradientenverfahren

Fine naheliegende Idee ist nun, den Ralaxationsparameter w in jedem Iterationsschritt
anzupassen, also im k-ten Schritt wy zu verwenden. Eine Mdoglichkeit, dies zu machen,
bietet Korollar 2.4. Aus dem Korollar wissen wir, dass der Ausdruck ||z(*) — z*|| monoton
fallt. Die Idee ist nun, wi so zu wahlen, dass dieser Ausdruck moglichst klein wird. In
Anlehnung an einen Begriff aus der Optimierung wird der zu minimierende Ausdruck als
Merit-Funktion definiert. Hier lautet die Merit-Funktion

L,
m(z) = ke — "I

(das Quadrat und der Faktor 1/2 &ndern an der Minimalstelle des Problems nichts, erleich-
tern aber die Rechnungen).

Ein Problem bei diesem Ansatz ist, dass z* bekannt sein muss, damit m ausgewertet werden
kann. Dieses lasst sich jedoch 16sen, denn

1 1 1 1
m(x) = 5(:6 — 2T Az — z*) = §xTA:U — (Az")Tx + E(x*)TAw* = inAx +blz+c
mit ¢ = %(x*)TAx*. Da die Minimalstelle des Problems unabhéngig von c ist, kann diese
Term, der als einziger den unbekannten Wert z* enthélt, einfach weggelassen werden. Statt
m koénnen wir also die Funktion
1
q(x) = imTAa: — bl
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minimieren. Die notwendige Optimalitéitsbedingung dafiir lautet
0 = Dq(x) = (Az — b)7,
und liefert stets einen Minimierer, weil D?q(z) = A positiv definit ist. Tats#ichlich kann auch

die Vorschrift zur Berechnung von Az(¥) als notwendige Optimalitéitbedingung interpretiert
werden. Der Vektor Az(*) minimiert gerade den Ausdruck

gk (Ax) = %AxTMAa: + Dg(z®) A

Fiir gegebenes Az(®) ist nun wy, so zu bestimmen, dass
w = q(z® + wp Az
minimiert wird. Dies fithrt mit der Kettenregel auf die Bedingung
0 = Dq(z® 4+ wpAz®)AzF) = (A(:J:(k) + wpAzk)) — b)T Az
= (AE™) —0)TAz® 4w, (AzFNT AALR),
die durch die Wahl

(AW —n)TAz® (AT M AR
T T (A TAAZR T (AeT AALR)

erfiillt wird, wobei die zweite Gleichung aus der Iterationsvorschrift (2.1) folgt. Die Kon-
vergenz des Verfahrens stellt nun der folgende Satz sicher.

Satz 2.7 Falls A und M spd sind, so gilt fiir das Gradientenverfahren
24D — 274 < O — 2|

mit © = (kam —1)/(ka,m + 1) und der in (2.3) definierten Kondition x4 ps von A relativ
zu M.

Beweis: Fiir gegebenes %) wird Az(*) genau wie bei dem in Satz 2.6 betrachteten Verfah-
ren gewihlt. Sei 2Kt = () 4+ wAz(*) die niichste Iterierte aus dem dortigen Verfahren

Da die Wahl von wy, die Merit-Funktion m in z* D = 2*) 4 0, Az(®) minimiert, folgt
m(m(k+1)) < m(@(k’-i-l))

und damit
25D — a4 < 20D — a4 < O] — 2|

also die Behauptung. 0
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2.6 Krylovraume

Um zu besseren Verfahren als den bisher genannten zu kommen, ist es sinnvoll, sich die
Unterrdume anzuschauen, in denen die Nidherungen M k) liegen. Dazu definieren
wir die sogenannten Krylovrdume.

Definition 2.8 Fiir B € R™" und v € R™ bezeichnet
Ky(B,v) := span{v, Bv, B*v, ..., Bk_lv} =span{Bw|i=0,...,k—1}

den Krylovraum der Ordnung k£ € N zu B und v. o

Der Zusammenhang dieser Rdume mit den bisherigen Verfahren lésst sich z.B. an Hand
der relaxierten Iteration

2 = o) o M (b — Az W)
erldutern: Fiir %) — 2* gilt dabei
gD g = W) g g, M A — 2®)) = (Id — wp M P A) (2 ) — 2%,
woraus per Induktion und mit Ausmultiplizieren

k+1 k+1
g b g = H(Id —wpM A (2O — ) = <Id + Z ci(M_lA)Z) (20 — 2%
i=0 i=1

folgt, wobei die ¢; von den wy abhéngen. Definiert man das Polynom Q(\) = Zfiol N

mit ¢ = 1 (also mit Q(0) = 1), so kann man dies kurz schreiben als
2B — = QM A) (2 — 2%). (2.4)

Andererseits gilt wegen

k+1

k
Gd+§:qﬂf%@ﬁ(ﬂm—xﬂ:x@—ﬂf+§:q@41Aﬂﬂm—xﬂ
=1 =1

die Gleichung

k k+1
gD = 20 4 Z G(M7TA) (20 — %) = 20 — Z G(M™TAY P M (b — Az©)) . (2.5)
=1 =1

=Ax(0)
Definiert man nun den Krylovraum
Vit i= Kpp1 (M1 A, Azg) = span{(M'A)'AzO |i=0,... k}

= span{Az® |[i=0,...,k}
= span{(M Az — 2" |i=1,... k+1},



2.7. TSCHEBYSCHEFF SEMI-ITERATION 37
so gilt
g+ e 2O 4 Vit

Die Idee ist nun, die beste Approximationen der exakten Losung z* in diesem Raum zu
finden, also die Aufgabe

minimiere ||z — z*| iiber z € (O 4+ Vj4; (2.6)

zu 16sen. Nach den bisherigen Uberlegungen ist dies dquivalent dazu, die Koeffizienten
¢; bzw. das Polynom @ optimal zu wihlen. Schreibt man die Menge der dafiir in Frage
kommenden Polynome als

Pir1 = 1{Q € Pry11Q(0) = 1},
so ist dies gerade die Aufgabe
minimiere ||Q(M~1A)(z(®) — z*)| iiber Q € Phiy- (2.7)

Eine exakte Losung dieses Minimierungsproblems ist ohne Kenntnis von z* i.A. nicht
moglich. Es gibt aber verschiedene Ansdtze, das Problem ndherungsweise zu losen, die
sich z.B. in der Wahl der Norm in (2.6) bzw. (2.7) unterscheiden. Einige davon werden wir
im Folgenden besprechen.

2.7 Tschebyscheff Semi-Iteration

Zur Motivation dieses Ansatzes nehmen wir an, dass eine Norm || - ||,,, existiert, fiir die
p(MTA) = |M7 Al

gilt. Betrachtet man den Beweis von Lemma 2.29 aus der Einfithrung in die Numerik,
so sieht man, dass dies gilt, wenn M ~!A diagonalisierbar ist. Dann gilt fiir Q € IED}C die
Gleichung

p(QM 1 A)) = Q(p(M " A)) = QUIM " Allm) = QM A)|n-
und damit

Y 2 = QMA@ — 2 < QM A [l — 2l
= p(QM A — 2" |-

[

Es ist also sinnvoll, zur niherungsweisen Losung von (2.7) den Spektralradius p(Q(M ~1A))
zu minimieren, also das Problem

min M~'A)) = min max A
ol p(Q( ) o AEZ(M_IA)IQ( )|

zu 10sen.

Auch dieses Problem konnen wir i.A. nicht exakt 16sen, denn dafiir miissten wir das Spek-
trum X (M1 A) kennen, dessen Berechnung selbst wieder aufwiindig ist. Wir beschrinken
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uns daher auf den Fall, dass Z(M~1A) reell ist und wir 0 < v < T kennen, so dass
Y(M~1A) C [7,T] gilt. Dann lautet die Minimierungsaufgabe

min  max |Q 2.8
ol PHIAGM]I (M- (2.8)

Solch eine &hnliche Aufgabe haben wir bereits in der Einfithrung in die Numerik behan-
delt, ndmlich in Satz 3.26,. Dort wurde gezeigt, dass das normierte Tschebyscheff-Polynom
Tyy1/2F die Aufgabe

min = min ma
o0 [|Qfleo = min e 1X”|Q( )|
Q normiert Q normiert

16st. Wegen Tj41(z) = cos((k + 1) arccos(z)) fir x € [—1,1] folgt |Ty1(x)| < 1 fiir x €
[—1,1]. Zudem erfiillen die Tschebyscheff-Polynome die Dreiterm-Rekursion

Tiy1(x) = 22Ty (x) — Ty—1(x), To(z) =1, T1(x) = x.

Um nun (2.8) zu 16sen, miissen wir die T} nur geeignet transformieren und den Wert in
2 = 0 auf 1 normieren. Dies fiihrt auf
Ti(t(A I'+v)—=2X
0.0 o TEO) (T +9) =23
T:(t(0)) I'—~
Beachte, dass t(\) € [—1,1] gilt fiir alle A € [y,T']. Mit der bereits im letzten Abschnitt
eingefithrten Kondition k4,7 = I'/v ergibt sich

mit t(A) =

L'+~ kam+1

to:=1t = = 1.
° (©) =y Kkam-—1 ”
Mit 7, := Ty(to) erhalten wir
p(Qr(M~A)) < Jmax |Qu(A)] = — max [Tp(A)] = (2.9)
AE[y.T] |7k| A€lyT) | 7|

Satz 2.9 Das Polynom Q) erfiillt die Abschitzung

Q11 >>(<g)<g)><g>

Beweis: Mit Hilfe der Dreiterm-Rekursion priift man nach, dass die Gleichung

Ti(x) = % ((x—i— Va2 = DF 4 (x — Va2 — 1)]’“) .

gilt. Fiir tg = (ka,m — 1)/(ka,m + 1) gilt dann
- / o (VEam +1\*
0 - VEam —1

== () () )

Einsetzen in (2.9) liefert dann erste Ungleichung. Die zweite folgt durch eine einfache
Rechnung. U

und damit
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Bemerkung 2.10 Alternativ kann man T} () fiir x > 1 abschéitzen durch

Ti(x) = % ((a:+ Va2 — 1D 4 (z — Va2 — 1)k> > z*.

Dies folgt mit a = v22 —1 > 0 aus

k

(+a)f+(@—a)f =" (";) q:’fjauzk:o (’;) 2" (—a)! = 2a:’“+zk; (’;) 2" (ol £ d’).
iz i

J=0

>0

Dadurch erhilt man die Abschétzung

P(Qu(M1A)) < - = (“AM‘I)k

th Kam + 1

welche zeigt, dass das Tschebyscheff-Verfahren mindestens so schnell wie die Richardson-
Iteration konvergiert. o

Um das Verfahren zu implementieren, miissen wir @j berechnen. Mit 7, = Ty (t9) ergeben
sich aus der Dreiterm-Rekursion fiir T}, die folgenden Dreiterm-Rekursionen fiir Qf und 7:

T Tk_
Quri(V) = 26(N)——Qr(\) — == Qr-1(N)

Tk+1 Tk+1

Tkl = 20Tk — Tg—1-
Mit
Tk Th—1 2 t(\)
r=2tp— =>(1—ppy)=———undw==——=—>=—-wA+1

P 07k+1 (1= o) Th+1 '+~ to

vereinfacht sich die Rekursion fiir Q) zu
Qr+1(A) = pr(1 = wA)Qr(N) + (1 — pr)Qr—1(N)

und die Startwerte lauten mit Qo(A) = 1 und Q1(\) = 1 — wA. Aus (711 + 76—1) /7 = 2to
folgt 2to/pr + pr—1/(2to) = 2tp. Daraus erhalten wir fiir p; die Rekursionsformel

4t3
Pk+1 = 75—
A —py
mit Startwert
70 To(to) 1
o = 2to— = 2ty = 2tp— = 2.
P T1 Ti(t1) to

Die Tterationsvorschrift fiir die #(*) ergibt sich nun aus der Formel (2.4)

x(k-l—l) = Q]H_l(M_lA)(CL‘(O) _ LE*)
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Daraus folgt

2 D = Qi (MPA) (2 — &) + 2
= pe(ld —wM A (2P —2) + (1 — pp) (@Y — 2%) 4 2
= (e — M TAG® — 7)) 4+ (1 gD
= pr(z® —w M (AP — b)) + (1 = pp)a®D.

=—Az(k)

In der iiblichen Form aufgeschrieben, ergibt sich also der Rekursionsschritt
MAz®) =p— Az®) 2FHD = pp (2P 4 wAZR)Y + (1 — pp)aD.

Beachte, dass in jeder Iteration zwei Vorgiingerwerte z(*) und 2~ bendtigt werden.
Daher werden auch zwei Startwerte bendtigt, um die Rekursion starten zu kénnen. Dabei
wird z(©) frei gewiihlt und z() ist gemiB (2.5) gegeben durch

M =20 — e (MTAPAZO = 2O 4 GAZO),

weil Q1(A) =1 —wA und damit ¢; = —w ist.

Der vollstandige Algorithmus sieht damit wie folgt aus.

Algorithmus 2.11 (Tschebyscheff Semi-Iteration)
Eingabe: @ eR" T > ¥>0,e>0

2
(0) Setze 0 := 4t = 4 (%) , W= Fiiw’ po =2

(1) Lose MAz©) = b — Az(® und setze (V) := (0 + wAz); setze k := 1
(2) Setze pg = 9_;%, 16se MAz®) =p— Azk)
und setze £ = pp (x®) 4 wAZ®)) 4+ (1 — pp)z—D

(3) Falls |Az®)|| < &, Ende; sonst setze k := k + 1 und gehe zu (2)

Ausgabe: z(-t1) ~ g o
Die Konvergenzeigenschaften des Algorithmus klért der folgende Satz. Darin ist || - || eine
beliebige Norm, also nicht unbedingt die oben betrachtete Norm || - ||,.

Satz 2.12 Sei (M ~*A) C [y,T] mit v > 0. Dann konvergiert die Tschebyscheff Semi-
Iteration mit der Abschétzung

2%) - | < CO2® — 27|
_1\k
mit O = 2 (%:ﬁ*%) . Falls M und A spd sind, gilt zudem

D 07y < 4o — a7

124D — 2|4 < Opfla® — 274

[E3
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Bemerkung 2.13 Wir haben mit der Aufgabenstellung begonnen, das beste z(**+1) in
20 4 Vi+1 zu finden. Dieses ist i.A. eine Linearkombination aus allen Vektoren, die Vi1
aufspannen. Da dabei alle (9, ..., z(®) eingehen, wiire es prinzipiell méglich, dass alle
diese Werte in die Berechnung von z(**1) eingehen. Tatsichlich gehen aber — bedingt
durch den Lésungsansatz — nur die letzten beiden Werte %) und 2*=1 ein. Das ist fiir die
Implementierung sehr vorteilhaft, denn eine Iteration, die auf immer mehr Vorgéngerwerten
aufbaut, wird in jedem Schritt aufwéindiger auszuwerten und bendétigt fiir jede weitere
Iteration mehr Speicher. o

2.8 Das CG-Verfahren

Wir wollen nun die Idee des Gradientenverfahrens aus Abschnitt 2.5 auf die Krylovridume
iibertragen. Dabei nehmen wir weiterhin an, dass A und M spd sind. Beim Gradientenver-
fahren hatten wir ausgenutzt, dass die Probleme
1 1
min g(z) = §:nTAx — b’z und minm(z) = 5“:16 — 2|4
den gleichen Minimierer besitzen. Diese Tatsache wollen wir jetzt bei der Losung von (2.6)
ausnutzen.

Satz 2.14 Seien A und M spd und z**+Y die Lésung des Problems

min  ¢(x) (2.10)
2€x( 4V

und #*+1) die Tterierte des Tschebyscheff-Verfahrens mit gleichem z(%) und Va1 und ex-
akten Parametern I' > v > 0. Dann gilt die Abschitzung

VK —1\*
a0 a4 < 6™ — g < 2 (V2= ) 2@
VEam +1

Beweis: Da die Minimierer von ¢ und m iibereinstimmen, gilt per Definition von z* D) die
Ungleichung |21 —z*|| 4 < [|#*+1) — 2% 4. Die Aussage folgt damit aus Satz 2.12. U

Bemerkung 2.15 Wir werden spéter in Bemerkung 2.18 noch beweisen, dass, wenn wir
alle () fiir k > 1 gemiB (2.10) wihlen und keine Rundungsfehler auftreten, die Gleichheit
(W) = z* gilt. o

Zunichst aber iiberlegen wir uns, wie wir das Problem (2.10) algorithmisch 16sen. Dazu
iiberlegen wir uns, wie wir aus dem Minimierer z*) von ¢ iiber 2(©) 4+ V;, den Minimierer
z*+1) von ¢ iiber 2(%) + Vj,; berechnen kénnen.

Fiir den Minimierer gilt
Dq(z®))v = 0 fiir alle v € Vj,

was wir kurz als

Dq(z"™V, =0
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schreiben. Fiir dj, := Dq(z™®)T = Az*) — b gilt dann
diV, = 0.

Wir machen nun den Ansatz z(*t1) = z(*) 4+ apg, wobei wir @ € R so wihlen, dass
r(a) := q(z® + ap;) minimiert wird. Dann ist einerseits Vi1 = span{Vj,px} (beachte,
dass der Krylovraum V1 gerade von allen Az i =0,..., k aufgespannt wird und Az*)
ein Vielfaches von py ist) und andererseits

dipy1 := Az*HD —p = A@@® + apg) — b= di, + aApy.
Aus der Wahl von « folgt zudem
0=1"(a) = Dg(z™ + app)pr = (A@=™ + apy) — b) pr, = (dy + aApr) P = di 1Pk
und damit o = —d{pk/(p;prk) sowie d£+1pk =0.

Damit nun z*+1 die Funktion q tiber 20 4 Vi+1 minimiert, muss d£+1vk+1 = 0 gelten.

Dies ist aber dquivalent zu
Vi € R: 0= diy(upk + Vi) = djsq Vi = (di, + aApy) Vi = apj AV,

Wir suchen also eine Richtung p, die die Bedingung pZAVk = 0 erfiillt. Dies schreiben wir
kurz als

Pk La Vi
bezeichnen (gesprochen: py steht A-senkrecht auf Vi oder py ist A-orthgonal zu V).

Zur Konstruktion von pg erinnern wir an das Gram-Schmidt Orthogonalisierungsverfah-

ren: Seien wi,...,wr € R™. Dann erhalten wir A-orthogonale Vektoren wi,...,v; mit
span{vy,...,vp} = span{wy, ..., w,} durch die Vorschrift
V1 = wi
o] Aws
Vo = W2 —
vavl
v] Aws vy Aws
vy = W3 — v — V2
vavl ngvg
k-1 v;‘-FAwk
v = wp — T ;.
=0 Y Av

Die Idee ist nun, zunéchst einmal eine Richtung g zu bestimmen, die sich leicht berechnen
l4sst und die bereits ein guter Kandidat fiir eine Abstiegsrichtung ist. Daraus berechnen wir
dann mit Gram-Schmidt die eigentliche Richtung pg mit py L 4 Vi. Das folgende Lemma
beschreibt die Details.

Lemma 2.16 Es sei g, € R" das Minimum der Abbildung v — %’UTMU + Dq(z™)v, die
durch g = —M~'d;, gegeben ist. Es sei vy, ... ,Vp+1 die aus einer Basis wq,...,w; von
Vi und wg4+1 = g berechnete A-orthogonale Basis und py := vgy1. Dann gilt gx Ly Vi,
pr La Vi und Viyq := span{ Vi, pr} = span{Vy, gi}. Falls %) £ z* ist zudem g;, # 0 und
pr # 0.
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Beweis: Dass g, = M ~'d, die angegebene Abbildung minimiert, folgt durch Ausrechnen
und Nullsetzen der Ableitung. Aus g%M Vi = —d%Vk = 0 folgt gi Las Vi. Aus der Gram-
Schmidt Konstruktion folgt: Falls g € V; gilt, ist pr, = 0, andernfalls ist py von der Form
gr + v mit v € V. In beiden Féllen folgt span{Vj, pr} = span{Vi, gx }. Falls z(*) #£ 2* ist
dp, = Az®) — b £ 0 und damit auch g, = —M1dy, # 0. Da g, Ly Vi gilt und M spd ist,
folgt aus gi # 0 auch g & Vj.. Dann liefert Gram-Schmidt aber auch ein pg # 0. U

Die im Lemma beschriebene Konstruktion von py, fithrt auf die folgende, erste Version der
sogenannten CG-Verfahrens. “CG” steht dabei fiir “conjugate gradients”, also “konjugierte
Gradienten” und beschreibt, dass die Suchrichtungen pj; gerade aus Gradienten gewonnen
werden, die A-senkrecht aufeinander stehen.

Algorithmus 2.17 (CG-Verfahren, vorliufige Version)
Eingabe: A, M € R"*" spd, (D e R, ¢ > 0
(0) Setze dy := Dq(az(o)) = Az — b, 16se Mgy = —do, setze po := go und k := 0

T
(1) Setze 2+ = 20 4 aypy, diy1 := dy + axAp,  mit oy, = _pdi:;k
k
Lose Mgry1 = —dg+1
Setze = — Zk 7 ; mit 7, _ Gk Ap
Pk+1 ‘= Gk+1 i=0 Ti,k+1Di i,k+1 = v Ap;
(2) Falls [|z*+1) — 2(®)|| < ¢, Ende; sonst setze k := k + 1 und gehe zu (1) u]
Beachte, dass die py, ..., pr per Konstruktion stets eine A-Orthogonalbasis von Vi1 bil-

den, weswegen das Gram-Schmidt-Verfahren nur auf den neu berechneten Vektor gpi1
angewendet werden muss.

Bemerkung 2.18 Per Konstruktion findet das CG-Verfahren immer die beste Niherung
z®) von z* (im Sinne der Norm || - ||4) in Vi. Gilt also z* € Vi, so ist 2*) = z*. Gilt
andererseits z* ¢ Vy, so gilt nach Lemma 2.16 auch pg # 0 und damit dim V41 = dim Vi +
1. Da dim Vi1 < n gilt, muss also spétestens fiir k = n der Vektor z* in V,, liegen, woraus
z®) = z* folgt.

Gilt nun %) = z* so ist g, gleich 0, woraus z(**1) = 2* und damit per Induktion
2 = 2* folgt. Da z() = z* fiir irgendein k < n gilt, folgt also stets (™ = z*. Diese
exakte Gleichheit gilt aber selbstverstdndlich nur, wenn keine Rundungsfehler auftreten.

O

Der grofie Nachteil dieser Variante des CG-Verfahrens ist, dass alle pg,...,p; zur Be-
rechnung von pgy1 gespeichert werden miissen — im Gegensatz zur Tschebyscheff Semi-
Iteration. Wir kénnen dieses Problem aber beheben. Dazu fassen wir zunéchst noch einmal
die wichtigsten Eigenschaften der bisherigen Konstruktion zusammen. Es gilt

Vi =span{p; |i =0,...,k — 1} =span{g;|i =0,...,k — 1}

sowie
gk L Vi und pr La Vi

Die Vereinfachung von Algorithmus 2.17 beruht nun auf dem folgenden Lemma.
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Lemma 2.19 Im CG-Verfahren gilt gr1 L4 Vi und somit r; 41 =0 firi=0,...,k—1.
Der letzte Schritt des CG-Verfahrens vereinfacht sich also zu pg41 := gr4+1—7k k+1Pk- Dabei

gilt 7 p1 =1 —Brgr = —di 1 9k+1/(dF gi)-

Beweis: Die erste Aussage folgt aus
9£+1Api = gg+1ai_1(di+1 —d;) = az‘_lgl{—HM(gi — gi+1) =0,

was flir alle s =0,...,k — 1 gilt. Wegen pr — g € Vi und dkoVk = 0 gilt nun d%pk = d%gk.
Zudem gilt ng+1dk = —gpr1Mgr =0, weil g € Vi1 und ggy1 L Viaq. Damit folgt

e = G Ape 1 gra(dis —di)  dbagen diagen
k41 — - - -
pFApe o pF Apy, i pi Al gr

0

Dies fiihrt auf die folgende vereinfachte (und in der Praxis iibliche) Variante des CG-
Algorithmus.

Algorithmus 2.20 (CG-Verfahren, endgiiltige Version)
Eingabe: A, M € R"*" spd, (¥ e R, ¢ > 0
(0) Setze dy := Dq(z(0) = Az — b, l6se Mgy = —dy, setze py := go und k := 0

T
(1) Setze z* D = () oy, di+1 = dp + apApr,  mit o = _pdiIf;k
k
Lose M g1 = —dp41 ;
. d
Setze pri1 := grr1 + Peripr  Mit Bry = '“;k%?;“
(2) Falls ||z*+1) — z(®)|| < ¢, Ende; sonst setze k := k + 1 und gehe zu (1) o

Bemerkung 2.21 (i) Schreibt man die Vektoren py,...,py und g, ..., gi in Matrizen G4,
und Pj41, so kann die letzte Zeile in Schritt (1) des CG-Verfahrens als Gy1 = Pyy1Ri41
geschrieben werden, wobei Ry eine obere Dreiecksmatrix mit den Eintragen r; ; ist. Lem-
ma 2.19 zeigt dann

it

Ri1 = 5
—Br+1
1

(ii) Lemma 2.19 gilt nicht mehr, wenn M von Schritt zu Schritt veréndert wird. Will
man variierende M verwenden, so muss man die aufwandigere erste Version des Algorith-

mus verwenden oder man verwendet die vereinfachte Variante mit der alten Formel fiir
Bk = Tkk+1 = I 1 A

LA pi Apy,
geschwindigkeit deutlich verringern kann. O

. Dabei nimmt man aber einen Fehler in Kauf, der die Konvergenz-



2.9. DAS GMRES-VERFAHREN 45

Fiir nicht-spd Matrizen gibt es eine Variante des CG-Verfahrens, das sogenannte CGN-
Verfahren. Es beruht darauf, das CG-Verfahren auf die prékonditionierte Normalenglei-
chung

ATM YAz — ATM o =0
anzuwenden. Dadurch 16st man das Problem

inlz — 2" = Az — 2|31 = [ Az — ]}
min x Xz ATMflA X X M71 €T M71
z€x(O 4V}

auf dem Krylovraum V, = Kj(M 1A, M~ A(z — 2*)), wobei A = ATM 1A und M der
Prakonditionierer im CG-Verfahren, also eine weitere spd Matrix ist. Man minimiert also
das sogenannte vorkonditionierte Residuum || Az — b||p/-1.

Dieses Verfahren ist sehr leicht zu implementieren, zudem ist die Konvergenzanalyse ein-
fach: im Falle M = M = Id ist A = AT A und die Kondition (und damit die Konvergenz-
geschwindigkeit) ist gegeben durch

Amax(ATA)  01(A)

K

M,A Amin(ATA) — on(A)

also durch das Verhiltnis des gréfiten zum kleinsten Singuldrwert. Ein Nachteil des Ver-
fahrens ist ist, dass A i.d.R. deutlich schlechtere Kondition als A hat (wie iiblich, wenn
man die Normalengleichung verwendet), wodurch das CGN-Verfahren dann nur langsam
konvergiert.

Ein Vorteil bei allen bisher betrachteten Verfahren war, dass A nicht explizit bekannt
sein muss; es geniigt, eine Routine zur Berechnung von Az fiir gegebenes x zu haben.
Dies ist beim CGN-Verfahren nicht mehr so: hier muss man auch AT A oder ATM 1A
auswerten konnen, was schwierig sein kann, wenn A nicht explizit vorliegt. Dies ist ein
weiterer Nachteil dieses Verfahrens.

2.9 Das GMRES-Verfahren

Das GMRES-Verfahren ist ein weiteres Verfahren fiir nicht-symmetrische Matrizen. Es be-
ruht auf dem Arnoldi-Verfahren, das wir bereits in Abschnitt 1.4 kennengelernt haben und
das Matrizen A in Hessenbergform A(!) transformiert. Dies kann zum Lésen von linea-
ren Gleichungssystemen verwendet werden, indem die Matrix A®) in einem nachfolgenden
Schritt QR-zerlegt wird, was dann nur noch den Aufwand O(n?) besitzt. Der Aufwand
wird weiter verringert, indem das Arnoldi-Verfahren nur unvollsténdig ausgefithrt wird.

Um den Prikonditionierer M in die Rechnung einzubeziehen, stellen wir zunéchst eine
Variante des Arnoldi-Verfahrens vor, bei dem die Spalten ¢; von () nicht orthonormal
sondern M-orthonormal sind. Fiir das resultierende Q = (q1,...,q,) mit QT AQ = AW
gilt dann also nicht Q7'Q = Id sondern QT MQ = Id.

Algorithmus 2.22 (Arnoldi-Verfahren mit Prikonditionierer M)
Eingabe: A € R"*", ¢ € R" mit |[¢1||ar =1
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(1) Firj=1,2,...,k—1
(2) w = Agj
Lose Mv =w
fir i =1,...,]
bij == ql w (=g} Mv)
vi=v — bj;q
Ende der i-Schleife
(3) ifv##0
bit1j = VoTw (= Vol Mv)
Gj+1 = v/bj1

(4) else
Ende mit Fehlermeldung: Breakdown
end if

Ende der j-Schleife
Ausgabe: By, = (bij)ij=1,...k» Qr = (q1,---,qx) o

Hierbei dient der Vektor w in der i-Schleife in (2) und in (3) dazu, Multiplikationen mit
M zu vermeiden. Falls diese leicht implementiert werden kénnen, kann w dort durch Mwv
ersetzt werden. Der Vektor w miisste in der i-Schleife eigentlich mittels w := w — b;; Mg;
aktualisiert werden. Weil die ¢; M-orthonormal sind und daher bei den Termen, in denen
w auftritt, sowieso wegfallen wiirden, kann man dieses Update aber weglassen, sofern dies
keine Probleme bei der numerischen Stabilitéit nach sich zieht.

Im Falle k¥ = n lduft der Algorithmus vollstéindig durch und wir erhalten B,_; = AW,
Falls wir den Algorithmus nach £ — 1 < n — 1 Schritten vorzeitig abbrechen, erhalten wir
eine k x k Hessenbergmatrix By sowie die M-orthogonale Matrix () mit

By = QF AQy.

Dabei bilden die Spalten von @, eine Basis des Krylovraums Vi, = Ki(M 1A, q1).
Wie im CGN-Verfahren ist die Idee von GMRES nun die Minimierung des vorkonditionier-

ten Residuums

min o — " raig = [A@ - o) B = Az — B30, (211)
Z’ECC(O)"FVk

wobei M spd und A invertierbar aber i.A. nicht symmetrisch ist. Wie im CG-Verfahren
(und anders als im CGN-Verfahren) ist dabei

Vi = Kk(MflA,vo) mit vy = Mﬁl(b — Axo)
Satz 2.23 Sei #(®) der Minimierer von (2.11). Dann gilt fiir vy := M1 (b — Az()) die

Abschitzung
lorllar < min ([p(M = A)|arl|vol ar-
pEP;;
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Falls M~ A diagonalisierbar ist mit M 1A = VAV !, so gilt zudem

) < min max Ml (V)|
ol < min s pO)sar(V) ol

wobei #1(V) = |V [2m [V a2 und [V lp,q o= supyo [Vallg/|l2lp.

Beweis: Die erste Abschitzung folgt sofort aus der Darstellung von (9 4+ V, mittels der
Polynome P,% und der Tatsache, dass 2(%) ein Minimierer ist. Die zweite Abschitzung folgt
aus

M~1A = [Vp(MV Yy < IV A)|o][V! = 1% M.
llp( Nar = VeV m < IV 2,mllp(M)]1201V T a2 = s ( )Aeé}ﬂﬁ)fm)'p( )

U

Falls V' M-orthogonal ist, gilt |Vz|3, = (Va, MVz) = 2T VTMV = 272 = ||2||3 und
——
=Id
analog ||V ~1z||3 = ||=||3,. Daraus folgt rpr (V) = 1.
Satz 2.23 sagt uns, wie gut der Minimierer z(®) das Gleichungssystem 16st, d.h. wie schnell
das Verfahren fiir wachsende k konvergiert. Dabei spielt im diagonalisierbaren Fall offen-
sichtlich die Grofle
mg = min  max A
¥ pEPL AES(M~1A) [p(A)]
eine entscheidende Rolle. Wir betrachten drei Félle, in denen diese abgeschéitzt werden
kann:

e Falls (M ~1A) C [,I] mit v > 0, so erhalten wir, indem wir p als Tschebyscheff-
Polynom wahlen,

VE—1\"
VE+1

mit x := I'/~. Im Falle positiver Eigenwerte erhalten wir also eine Konvergenz #hnlich
wie im CG-Verfahren, allerdings in einer anderen Norm.

mk§2<

e Falls (M ~'A) C B,(c) mit r < |c|, so kénnen wir p(z) = ((c — z)/c)* wihlen und

erhalten
O\ F
|c|

Die Konvergenz ist also schnell, wenn die Eigenwerte nahe beisammen und weit weg
von der 0 liegen.

e Falls X(M~1A) Cc [T_,%]U[ys,Ty] mit v~ <0 <y"undy_. —T_ =T4 — T, so
koénnen wir ein passendes p(z) mit Hilfe von Tschebyscheff-Polynome definieren und

erhalten
k
m <2 r 1
2k = k+1

mit kK = /I'_T';/(y-74+). Dies ist i.A. eine deutlich schlechtere Abschitzung als in
den ersten beiden Féllen.
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Wir miissen nun noch erkldren, wie wir Algorithmus 2.22 nutzen kénnen, um das Problem
(2.11) zu losen. Wie bereits erwihnt, bilden die Spalten von @ gerade die Basis von Vj
und es gilt QZM Qr =1Id und By = QZAQk ist eine k x k Hessenbergmatrix. Zudem ist
QngM gerade die M-orthogonale Projektion von R™ nach Vi. Wir definieren nun

By, = QF, 1 AQ), € REFDXE,

was eine (nicht quadratische) Hessenbergmatrix ist. Fiir x € Vi, Qry = = — z© und
v=M"1(Axr —b) € V41 gilt dann

Byy — Qi1 (b — Az”) = Q11 (AQuy + A2V — b) = QMM ™ (Ax — b) = QM.
Daraus folgt

1By — Q1 (b — AzON)|3 = |QF Mol5 = v MQi1QF Mv = v Muv = [[v]|3,. (2.12)
Zudem gilt

QL. (b — Az©) = QF. \ Mvy = QT Mai||vo|ar = ex|voll

wobei e; € RFH! den ersten Einheitsvektor bezeichnet.

Insgesamt erhalten wir so

min M7 b—Az)|};, & min ||Byy — [lvollarer -
z€x(O4+V, yERF

Das Problem auf der rechten Seite ist nun ein lineares Ausgleichsproblem mit Hessenberg-

matrix, das mittels einer QR-Zerlegung By = UpRj mit Aufwand O(k?) gelost werden

kann.

Es geht aber noch effizienter: Wir setzen dazu

k)

ul (k) (97

.= Ul ||lvo||arer und @) = (wy sy,

Dann ist die optimale Losung und der zugehorige Zielfunktionswert gegeben durch

g o= B'a® und By — Jvollarerll2 = ufl),,

vgl. die Rechnungen vor Algorithmus 2.21 in der Einfiihrung in die Numerik. Die Matrix
By entsteht nun aus der Matrix By, durch Anfiigen einer weiteren Spalte byy1. Verwenden
wir fiir die QR-Zerlegung Givens-Rotationen, so kann man diese Spalte transformieren,
indem man alle fiir die Q R-Zerlegung von By, durchgefithrten Givens-Rotationen auf by
anwendet (was der Multiplikation mit U] entspricht) und dann noch eine weitere Rotation
Gi+1 anwendet, um das Element auf der unteren Nebendiagonalen zu Null zu machen.
Da diese die bereits bestehenden Spalten in Ry nicht verdindert, muss nur die neue Spalte
ri+1 auf diese Weise berechnet werden, was lediglich ein Aufwand der Ordnung O(k) ist.
In Formeln ausgedriickt gilt dann Uy, = (U, u(kﬂ)) und Rgy1 = (Rg, Tks1) mit

(k
wFD) — Grg1 ( u0> ) und  rp41 = U;€T+1bk+1-
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Da die Rotation Gy nur die Zeilen k + 1 und k + 2 verédndert, gilt zudem ug.kﬂ) = u(k)
fir j = 1,...,k. Diese wird iiblicherweise nur einmal am FEnde der Iteration berechnet.

Abgebrochen wird der Algorithmus, wenn das Residuum

1M1 (b — Az®)| 5 = || Biyi — llvollaren fl = ul?),

hinreichend klein ist. Die Losung zj; des urspriinglichen Problems ergibt sich dann als

Varianten von GMRES

Ein Nachteil von GMRES ist, dass die immer groBer werdende Matrix Q) € R™** gespei-
chert werden muss, wobei n in der Regel sehr grof§ ist. So bald diese Matrix zum Speichern
zu grofl wird, wird tiblicherweise neu gestartet. Die Veriante des GMRES-Verfahrens, in
der nach jeweils [ Schritten mit neuem Startwert z(9) := z() neu gestartet wird, wird mit
GMRES(!) bezeichnet.

Eine weitere Moglichkeit, die Grofle der Matrix Qi zu beschrianken, ist die Verwendung eines
unvollstéindigen Arnoldi-Algorithmus, in dem die Schleife in (2) nur von j — s+ 1 bis j fiir
ein s € N lauft. Dadurch kann der Algorithmus so modifiziert werden, dass nur die letzten
s Spalten von Q) gespeichert werden miissen. Der Preis, den man fiir diese Vereinfachung
zahlt, ist, dass Qf dann nicht mehr orthogonal ist und die Minimierungsprobleme in (2.11)
nur noch ndherungsweise iibereinstimmen. Dies bringt einen Fehler in das Verfahren, der
geeignet abgeschéitzt werden muss, um einen akzeptablen Wert fiir s zu erhalten.

GMRES kann auch auf symmetrische Matrizen A angewendet werden. In diesem Fall kann
das Arnoldi-Verfahren durch den folgenden Lanczos-Algorithmus ersetzt werden.

Algorithmus 2.24 (Lanczos-Verfahren mit Prikonditionierer M)
Eingabe: A € R™*", ¢; € R" mit ||qi|]2 =1
(1) Firj=1,2,...,k—1

(2) w = Ag;
Lose Mv = w
fir i = max{1,j —1},...,7
bij == qZ-Tw (= ¢ Mv)
v :=v — b;;q;
Ende der i-Schleife
(3) ifv+£0
bjt1j = Volw (= Vol Mv)
Gj+1 :=v/bjt15
(4) else

Ende mit Fehlermeldung: Breakdown
end if

Ende der j-Schleife
Ausgabe: By, = (bij)ij=1,..k Qr = (q1,---, k) a]
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Der Unterschied zum Arnoldi-Algorithmus liegt dabei darin, dass die Schleife in (2) nur von
j — 1 bis j lauft, also jeweils nur zwei Durchlédufe durchgefiihrt werden. Dies kénnte man
tatsichlich auch ohne Schleife direkt als Dreiterm-Rekursion implementieren (so hatten
wir das in Abschnitt 1.4 gemacht). Die GMRES-Variante fiir symmetrische Matrizen mit
Lanczos wird MINRES genannt. Beachte, dass im symmetrischen Fall stets xp/(V) =1 in
Satz 2.23 gilt.



Kapitel 3

Kontinuierliche Optimierung

Dieses Kapitel vertieft das Kapitel 5 aus der Einfiihrung in die Numerische Mathematik,
in dem wir mit dem Gauf3-Newton-Verfahren bereits ein Verfahren zur Loésung eines —
recht speziellen — Optimierungsproblems behandelt haben. Hier werden wir allgemeinere
Probleme betrachten.

Allgemein lautet die Problemstellung
min f(z),

zeX

wobei X eine Teilmenge von R ist, die Menge der zulédssigen Werte. Hierbei nehmen wir
Differenzierbarkeit von f an.

3.1 Unbeschrinkte nichtlineare Optimierung

Bei der unbeschrinkten Optimierung gilt X = R"”, d.h., es wird keine Einschrinkung bei
der Auswahl von x gemacht.

3.1.1 Das SQP-Verfahren

SQP steht fiir “sequentielle quadratische Programmierung”; der Ausdruck “Programmie-
rung” darin ist ein etwas altmodischer Begriff fiir die Losung einer Optimierungsproblems.
Die Grundlage des SQP-Verfahrens ist, dass quadratische unbeschrinkte Optimierungspro-
bleme, also Probleme der Form

1
min —z? Az — 27b
zER™ 2
sehr leicht zu l6sen sind, wenn A spd ist. Es geniigt dann, das Gleichungssystem Ax = b zu
16sen, da dieses eine Nullstelle des Gradienten liefert, die wegen der positiven Definitheit

von A die gesuchte Minimalstelle ist.

Die Idee des SQP-Verfahrens liegt nun darin, eine quadratische Approximation an f zur
Minimierung zu nutzen. Dazu approximieren wir

flz+v) =~ f(z)+ vTVf(a:) + %am(v,v) =: q(v) (3.1)

o1
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mit a,(v,v) = vT Av und minimieren ¢, iiber v. Dazu miissen natiirlich ¢, und v zumindest
fiir kleine v hinreichend gut iibereinstimmen, d.h.

re(v) = f(z +v) = gz(v) (3.2)

muss fiir kleine v hinreichend klein sein. Die Funktion ¢, wird hierbei als “quadratisches
Modell” bezeichnet. Haben wir eine Mo6glichkeit, solch ein quadratisches Modell ¢, zu finden
(Genaueres dazu besprechen wir im Anschluss), konnen wir den folgenden Algorithmus
formulieren.

Algorithmus 3.1 (SQP mit Liniensuche)
Eingabe: (9 ¢ R” ¢ > 0
(0) Setze k:=0

(1) Bestimme Az®) := argmin,cgnq, @ ()
Bestimme ein geeignetes o > 0 und setze e+ = () 4 oy Az

(2) Falls |Jz(*t1) — 2(F)|| < ¢ beende den Algorithmus;
sonst setze k := k + 1 und gehe zu (1) o

Zu kléren ist nun, wie wir die quadratische Approximation ¢, und die Schrittweite o € R
bestimmen.

Zur Wahl von ¢,

Zur Wahl von ¢, ist der quadratische Term a,(v,v) = vl Agv in

0 (v) := f(z) + oIV f(z) + %am(v,v)

zu bestimmen. Der Minimierer ist dann als Losung des Gleichungssystems Az = b mit
A=A, und b= —V f(x) gegeben, d.h. Az = —A 1V f(z).

Fiir die Wahl von a, bzw A, gibt es mehrere Moglichkeiten.

T

e a;(v,v) =v'v & A, =1d. In diesem Fall erhalten wir

d.h. die Suchrichtung ist der negative Gradient, also die Richtung des steilsten Ab-
stiegs. Dieses Verfahren heifit Gradientenverfahren oder Methode des steilsten Ab-
stiegs.

e a,(v,v) = vI'Mv < A, = M mit einem Vorkonditionierer M. In diesem Fall
erhalten wir

Az = —M~'Vf(z)

und das Verfahren heifit vorkonditioniertes Gradientenverfahren.
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e a;(v,v) = vIHf(z)v & A, = Hy(z), wobei Hy(z) die Hesse-Matrix von f im
Punkt z, also die zweite Ableitung von f bezeichnet. In diesem Fall erhalten wir

Az = —H(z) 'V f(z).

Falls f zwei mal stetig differenzierbar ist, ist H¢(z) symmetrisch. In diesem Fall gilt
fir g(x) := Vf(x) gerade Dg(z) = H¢(x) und damit

Az = ~Dg(z) " g(x).

Fiir ap = 1 erhalten wir also gerade das Newton-Verfahren zur Suche einer Null-
stelle von g = V f. Fiir variables «a; heifit das Verfahren daher Newton-Verfahren
mit variabler Schrittweite. Beachte, dass dieses Verfahren nur dann anwendbar ist,
wenn Hy(x) invertierbar ist und nur dann ein Minimum von g, liefert, wenn H(z)
positiv definit ist. In diesem Fall konvergiert das Verfahren lokal quadratisch, falls
die Voraussetzungen von Satz 5.15 aus der Einfithrung in die Numerik erfiillt sind.

e a;(v,0) = T Mo+ v TH(z)v & Ay = M + Hy(z), wobei v, > 0, M ein
Vorkonditionierer und H(x) die Hesse-Matrix von f im Punkt x ist. Hierbei wird
v, gerade so grofl gewahlt, dass A, spd ist, um Konvergenz und das Finden eines
Minimums von g, sicher zu stellen. Falls Hf(z*) im Minimierer 2* spd ist, kann
superlineare Konvergenz des Verfahrens bewiesen werden.

e Eine weitere Methode ist, A, wihrend der Laufzeit des Verfahrens zu konstruieren.
Fin Verfahren dieser Art ist die BFGS-Methode, die wir spéter genauer besprechen
werden.

Das folgende Lemma zeigt, dass das SQP-Verfahren stets eine Abstiegsrichtung findet, d.h.
dass die Richtungsableitung von f in Richtung Az immer negativ ist, falls A, spd ist.
Zudem gibt es eine Schranke fiir die Stirke des Abstiegs an.

Lemma 3.2 Es seien A, symmetrisch und 0 < v < I so, dass fiir das quadratische Modell
die Ungleichung
ol* € az(v,0) < Tlfv]?

fiir alle v € R™ erfiillt ist. Dann gilt

Df(a)Az < | Aal < ~Z5 IV (@)

Beweis: Die Ungleichungen folgen aus der Tatsache, dass Vf(z) = —A,Az. Damit gilt
zZum einen

Df(x)Az = Vf(z)T Az = —AzT A, Az = —a,(Az, Az) < —||Az|?,

also die erste Ungleichung. Zum anderen erhalten wir aus der Annahme ||A;|| < I' und
damit
IVF (@) < [| Al [[Az] < T[|Az],
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also —||Az|? < ||V £(z)||?/T?, woraus die zweite Ungleichung folgt. U

Wihlt man die o analog zu den wy im vorkonditionierten Gradientenverfahrens, so kann
man die Konvergenz des Verfahrens mit einem &hnlichen Beweis wie in Satz 2.7 beweisen.
Dies ist anschaulich klar, denn so bald man sich in der Ndhe des Minimums befindet ist
das Verfahren bis auf Terme hoherer Ordnung identisch zu diesem Verfahren. Die genaue
Ausarbeitung der zugehorigen Abschétzungen ist aber sehr technisch. Man erhélt so

124D — 2|4 < Oplle™ — 2" |la

mit O = (HHf(m*)’Am(k) - 1)/(I€Hf(m*)7Ax(k) + 1) und der in (2.3) definierten Kondition

K H (a+),Ak) VO Hy(x*) relativ zu A ).

Im Fall ©}, — 0 erhalten wir superlineare Konvergenz. Dies ist der Fall, falls A ) — Hy(x*)

gilt, weil dann KH(a*),A gy 1 gilt, weil alle Eigenwerte von A;&) H¢(z*) gegen Eigenwerte

von Id, also gegen 1 konvergieren.

Zur Wahl von «a;: Die Armijo-Regel

Als néchstes betrachten wir eine Moglichkeit, die Schrittweite aj zu bestimmen, so dass
wir Konvergenz des Gesamtverfahrens basierend auf Lemma 3.2 beweisen kénnen. Aus der
Taylor-Entwicklung erhalten wir die Gleichung

f (w(k) + akA:L‘(k)> =f <$(k)) + apDf (l‘(k)> Az®) 4 S(k) (akA:r:(k)>

erhalten. Die Idee der Armijo-Schrittweite besteht nun darin, ein n € (0,1) vorzugeben
und «;, so zu wahlen, dass

f (x(k) + akAm(k)) <f <a:(k)> + nagDf <a:(k)> Az®) (3.3)

gilt. Das folgende Lemma zeigt, dass dies immer moglich ist.

Lemma 3.3 Es seien die Voraussetzungen von Lemma 3.2 in x = xp mit v = 4 erfiillt
und fiir den Restterm aus (3.2) existiere ein Cj mit

8500 (V) < Clv]|?.

Dann ist (3.3) fiir alle oy, € (0, @) erfiillt mit ag = (1 — n)y%/Ck.

Beweis: Wir lassen im Beweis die Indizes k bzw (k) weg. Es gilt

aDf(z)Az'k) + rp(aAz)

(n+1-n)Df(z) + Ca®||Az|?

naDf(z)Ar — (1 = n)ay[|Az|? + Ca?||Az|
naDf(z)Az 4+ a(Ca — (1 —n)y)||Az].

[z + alz) — f(x)

IA A

Fiir a < & ist der letzte Term gerade < 0, woraus die Behauptung folgt. U
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Bemerkung 3.4 Falls D f global Lipschitz-stetig ist, also L > 0 existiert mit

IDf(z) = Df(y)ll < Lilx -yl

so folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

1
f@+v) - f(z) - Df(@) = /O(Df(x+tv)—Df(m))vdt

IN

1
L
| eiopar < S
0 2
woraus die Voraussetzung von Lemma 3.3 mit Cj < L/2 folgt. o

Der folgende Satz zeigt nun Konvergenz des SQP-Verfahrens mit der Armijo-Schrittweite,
falls wir geeignete GleichméBigkeit (also Unabhéngigkeit von k) aller betrachteter Schran-
ken annehmen.

Satz 3.5 Fiir die vom SQP-Verfahren in Algorithmus (3.1) erzeugte Folge z(*) gelten die
folgenden Annahmen:

o Es existiere f € R mit f(z®)) > f fiir alle k € N.

e Die Voraussetzungen von Lemma 3.2 seien erfiillt gleichméfig in &, d.h. es existieren
O<1§fmit1§fyk§1“kSffﬁrallekeN.

e Es existiere @ > 0 mit o < @y, fiir @ aus Lemma 3.3 und alle £ € N. Zudem sei ay
so gewahlt, dass & := infgen o > 0.

Dann gilt Df(z®)) — 0, d.h. z(®) konvergiert gegen einen kritischen Punkt von f.

Beweis: Per Konstruktion gilt f(z**1) < f(z®)), zudem gilt f- f@©) < 2t —
F@@) =37 fa®+D — f(z®). Damit folgt

o

Z (k1) _ f (200

k=0

und daher |f(z**1) — f(z())| - 0 fiir k¥ — co. Aus Lemma 3.2 und der Annahme erhalten
wir nun

névy
[f@®Y = f@®)] > nag| D f (W) Az®)| > nagye | Az > ?jﬂDf(SU(k))HQ
und damit D f(z*)) — 0. U

Bemerkung 3.6 Sofern Df(z*)) # 0 ist, ist f(z*)) nach Konstruktion streng monoton
fallend in k. Daher kann der kritische Punkt, gegen den z(*) konvergiert, kein lokales
Maximum sein. Es kénnte aber durchaus ein Sattelpunkt sein. a
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Eine einfache Methode, eine Armijo-Schrittweite zu berechnen, die die Bedingungen des
Satzes erfiillt, stellt der folgende Algorithmus dar.

Algorithmus 3.7 (einfache Armijo-Schrittweitensuche)

Eingabe: z, Az € R",

(0) Setze a: =1

(1) Falls f(z + aAx) < f(z) + naDf(x)Az, beende den Algorithmus

(2) Setze a:= /2 und gehe zu (1) o

3.1.2 Das BFGS-Verfahren

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass das SQP-Verfahren besonders schnell konver-
giert, wenn A, als Hesse-Matrix H(x) gewéhlt wird, weil wir dann ein Newton-Verfahren
fiir die Nullstelle des Gradienten erhalten. Allerdings ist die Berechnung der Hesse-Matrix
in jedem Schritt aufwéndig, daher moéchte man deren Berechnung durch eine einfache-
re Konstruktion ersetzen. Das BFGS-Verfahren (benannt nach dessen Erfindern Broyden,
Fletcher, Goldfarb und Shanno) liefert solch eine Konstruktion. Die Idee liegt darin, die
Matrix A, Schritt fiir Schritt zu aktualisieren und dabei Informationen iiber gewisse Ein-
trage der Hesse-Matrix durch Differenzen der ersten Ableitungen zu approximieren.

Das quadratische Modell ist jetzt von der Form

0e(v) = f(z) — Df()v+ %bk(v, v)

mit einem vom Iterationsschritt & abhéingigen quadratischen Term. Der Ansatz zur Wahl
der aktualisierten quadratischen Form bjy; ist nun

b (20 — 28 w) = (D f(@¥) = Df(2*)))w

fiir alle w € R™ (beachte: fiir die Hesse-Matrix wiirde diese Gleichung niherungsweise
gelten, allerdings nicht nur fiir z**) und z®) sondern fiir alle z und y). Wir schreiben
diese Gleichung kurz als

b1 (Ax®) w) = Afjw (3.4)

mit Af, = Df(z 1)) — Df(z®). Wir wollen (3.4) erreichen, indem wir die eine Biline-
arform uy von Rang 1 zu by addieren. Solche Bilinearformen sind von der Form b(v, w) =
vlzxTv fiir ein x € R”; diese sind giinstig, weil nur der Vektor = gespeichert werden muss
und nicht wie im allgemeinen Fall b(v, w) = v’ Bw eine volle Koeffizientenmatrix B (d.h.
der Speicherbedarf betriigt n statt n? Gleitkommazahlen). Ein weiterer Vorteil dieses Up-
dates ist, dass die Inverse der aktualisierten Matrix leicht berechnet werden kann, was wir
im Abschnitt iiber die Implementierung unten sehen werden.

Die Aktualisierung bzw. das Update wird dabei gewahlt als

UT(Af]/C)TAf]/Cw
Af]Azk)

ug (v, w) :=
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Diese Bilinearform ist positiv semidefinit, falls
AfiAz®) = (D) — Df(a®))(@*+D — 20y > 0 (3.5)

gilt. Diese Bedingung muss bei der Liniensuche beriicksichtigt werden (im néchsten Ab-

satz sehen wir, warum). Im positiv semidefiniten Fall gilt uy(v,w) = vTzaTv fir z =

INAININNIC)

Um (3.4) zu erhalten, benétigen wir noch einen weiteren Korrekturterm, der als

be(Ax®) | Ax(k))

gewahlt wird. Eine einfache Rechnung zeigt dann, dass

vI(AFD)TAfw  bp(Az®) )b (A w)
AflAzk) br(Az®) | Axk)
(3.6)
tatséchlich (3.4) erfiillt. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt dabei fiir alle v € R™
die Ungleichung by (v, v) —rg(v,v) > 0, weswegen die Bilinearform by —r, positiv semidefinit
ist. Dabei gilt by (v,v) — r(v,v) = 0 gerade fiir v = BAz®), B € R. Fiir diese v ist aber
ug(v,v) > 0 falls 8 # 0, weswegen by insgesamt positiv definit ist.
Die Gleichung (3.6) heiit BFGS Update-Schritt. Fiir einen vollstédndigen Algorithmus muss
nun noch die erste Bilinearform by festgelegt werden. Diese kann man als

bo (v, w) = v Hy(z)w

rp(v,w) =

bpr1 (v, w) = (b + u, — 1g) (v, w) = b (v, w) +

wihlen, wenn die Hesse-Matrix Hy(z) spd und leicht zu invertieren ist. Alternativ setzt
man
bo(v,w) = v Muw

fiir eine der Matrizen, die nach Algorithmus 3.1 besprochen wurden.

Implementierung

Die Implementierung folgt Algorithmus 3.1. Darin muss in jedem Schritt ein lineares Glei-
chungssystem der Form A,x = b gelost werden. Hier ist die Matrix A, gerade die Matrix
By, fiir die by (v, w) = vT Byw gilt. Diese ist gegeben durch die Updatevorschrift

(Af)TAf  BrAs®(Az)T By
Af]Azk) (Az)T B Ax(k)

Bj41 = B +

Die spezielle Form des BFGS- Updates erlaubt es nun, die Inverse B, , leicht explizit aus

k+1
B,; zu berechnen. Fiir Hy, := B, Lgilt
AzFAf! (AT (AzNT Az (Az)T
Hpp1 = |1d— ———2k ) g, | 1d — ~—k 3.7
e ( AffAz® | NG NN 38.7)

Mit etwas Rechnung priift man nach, dass fiir diese Matrix tatséchlich Hy 1 = B, Jil gilt.
Am Anfang des Algorithmus muss hierbei einmal die Matrix By invertiert werden. Durch
Verbindung mit Algorithmus 3.1 fiihrt dies auf den folgenden Algorithmus.
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Algorithmus 3.8 (SQP mit BFGS-Update und Liniensuche)
Eingabe: () ¢ R", ¢ > 0, Hy := B; ' € R™*"
(0) Setze k :=0

(1) Berechne y := — Hyz*)
Bestimme durch Liniensuche aj > 0 und setze z(*+1) := 2} 4 ayy
(beriicksichtige dabei (3.5))
Setze Az®) := ayy und berechne Hjq geméB (3.7)

(2) Falls [Jz*+1) — 2(F)|| < ¢ beende den Algorithmus;
sonst setze k := k + 1 und gehe zu (1) O

Der Rechenaufwand jedes Iterationsschritts betriigt O(n?).

Fiir das BFGS-Verfahren gilt der folgende Konvergenzsatz. Der (recht lange) Beweis findet
sich z.B. in Abschnitt 6.4 des Buchs von Nocedal und Wright [4].

Satz 3.9 Sei f € C*(R",R) konvex und z — H(x) Lipschitz. Dariiberhinaus nehmen wir
an, dass 0 < v < T' existieren, so dass

lvl? < v Hy(x)w < Tlo)?

gilt fiir alle x,v € R™ und dass By spd ist. Dann findet die BFGS-Methode mit Liniensuche
eine Folge z(¥), die superlinear gegen z* konvergiert.

Bemerkung 3.10 Es gibt verschiedene Varianten des Verfahrens, in denen Hyz®) auf
andere Weise berchnet wird. Zum Beispiel wird in einer Variante die explizite Speicherung
von Hj, vermieden und das Produkt Hyz®*) wird direkt mit einer rekursiven Formal aus
By bzw. By L und den Az() und A fj’. berechnet. In einer anderen Variante wird statt B, !

die Choleski-Zerlegung By = LkL{ in jedem Schritt aktualisiert. o

Trust-Region Verfahren

Offensichtlich stimmen das quadratische Modell g, und die zu minimierende Funktion
f nur in einer Umgebung von x(*) niherungsweise iiberein. Die Bedingung (3.3) in der
Schrittweitenwahl sorgt dafiir, dass dies nicht zu Fehlern fiihrt, weil hier explizit der Abstieg
von f sichergestellt wird. Es wird also zunéchst eine Abstiegsrichtung auf Basis von g, )
gesucht und dann an Hand von f ermittelt, wie weit entlang dieser Richtung gegangen
wird.

FEine alternative Methode ist es, diese Reihenfolge umzudrehen. In der Trust-Region Me-
thode wird zunichst festgelegt, in welcher Region von z(*) die Niherung genau genug ist,
um ihr zu “vertrauen” (Trust-Region = Vertrauensregion). Dadurch wird die maximale
Schrittweite festgelegt. Innerhalb der Region wird dann ¢,u) optimiert. Die Gréfie der
Trust-Region wird dabei stets iiberpriift. Stellt sich heraus, dass g, und f im ermit-
telten Minimierer nicht gut genug iibereinstimmen, wird ihr Radius verkleinert, stimmen
die Werte hingegen gut iiberein, wird der Radius vergréflert. Dies fiihrt auf den folgenden
Algorithmus.
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Algorithmus 3.11 (Trust-Region-SQP Verfahren)
Eingabe: (O ¢ R, £ >0, Ag > 0, n € (0,1/4)
(0) Setze k :=0

(1) Berechne vy, := ArgImin |y <A, @y (k) (v)

Fa®) tvp)—f(=®)
(k) (V)= () (0)

Falls pj, > 1, setze £+ := 2() 4 y;; sonst setze z*F+1) .= z(
(2) Falls p, < 1/4, setze Agyq = Ay/2

Falls pp > 3/4, setze Agiq := 24

sonst setze Apyq1 := Ay

(3) Falls [|Jz*+1) — 2(0)|| < ¢ beende den Algorithmus;
sonst setze k := k + 1 und gehe zu (1) O

Berechne pp, :=
k)

Die Minimierung von ¢, kann z.B. mit dem CG-Verfahren durchgefiihrt werden, aller-
dings ist dabei die Bedingung ||v|| < Ay nicht unbedingt erfiillt. Es gibt aber Varianten
des CG-Verfahrens, z.B. die sogenannte Steihaug-Methode, vgl. [1, Algorithm 7.2], welche
die Beschriankung berticksichtigen.

3.2 Globalisierung des Newton-Verfahrens

Die meisten der bisher betrachteten Verfahren lassen sich als eine Abwandlung des Newton-
Verfahrens zur Berechnung einer Nullstelle von V f auffassen. Sie heiflen deshalb auch
Quasi-Newton-Verfahren. Alle Newton-artigen Verfahren haben das Problem, dass sie nur
lokal konvergieren, falls nicht spezielle Bedingungen (wie z.B. die Konvexitidt von f in
Satz 3.9) vorliegen. Es stellt sich daher die Frage, ob es nicht Moglichkeiten gibt, das
Newton-Verfahren so abzuwandeln, dass wir Konvergenz fiir beliebige Startwerte erhalten.
Solche Modifikationen nennt man “Globalisierung”. In diesem Abschnitt wollen wir einige
solcher Ideen vorstellen. Wir machen dies der Einfachheit halber fiir das Standard-Newton-
Verfahren zum Finden einer Nullstelle einer Abbildung f : R — R"™.

Algorithmus 3.12 (Newton-Verfahren im R")
Eingabe: () ¢ R”, ¢ > 0
(0) Setze k:=0

(1) Lose das lineare Gleichungssystem D f(z*®))Az®) = f(2(k)
und berechne z 1) = (k) — Az (k)

(2) Falls ||Az®)]|| < ¢, beende den Algorithmus,
ansonsten setze k = k + 1 und gehe zu (1)
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Im ersten Ansatz werden wir sehen, wie man das Standard-Newton-Verfahren als SQP-
Algorithmus umschreiben kann. Dies gibt uns die Moglichkeit, das Newton-Verfahren um
eine Schrittweitensuche zu erweitern, fiir die man unter geeigneten Voraussetzungen globale
Konvergenz erhilt. Die zweite Methode ist die sogenannte Pfadverfolgung. Diese Methode
kann relativ leicht auf jedes Quasi-Newton-Verfahren zur Optimierung {ibertragen werden.

Das Newton-Verfahren als SQP-Verfahren

Um das Newton-Verfahren als SQP-Verfahren zu interpretieren, verwenden wir das im
letzten Semester bereits betrachtete Gauf3-Newton-Verfahren.

Algorithmus 3.13 (Gauf3-Newton-Verfahren)

Eingabe: (0 ¢ R", £ >0

(0) Setze k:=0

1) Lose das lineare Ausgleichsproblem x k) — f(z = min
Lose das li Ausgleichsproblem || D f(z®)Az®) — f(z*))|3 i
und berechne zF+1) = z(k) — Ag(k)

(2) Falls |Az®)|| < ¢, beende den Algorithmus,
ansonsten setze k := k + 1 und gehe zu (1)

Tatséchlich kann man das Gaufl-Newton-Verfahren als SQP-Verfahren interpretieren. Im
Gaufl-Newton-Verfahren wollen wir das Problem

1
minimiere g(x) := §Hf(x)|]% iiber x € D (3.8)
16sen. Im Verfahren 16sen wir in jedem Schritt das lineare Ausgleichsproblem
minimiere || Df(z*)Az® — £(z®)2 iiber Az®).

Wir minimieren also die Funktion

IDF)AZ® — f®)3 = (DfE®)A2® — ;@ ®), Df(0)Az® — f(¥))
= (Df(?)A2P, Df(a¥)Ac)
- 2D, fa)
+ (W), £9)).

Teilen wir diese Funktion durch 2 und schreiben sie mit z = x*)

=z und v = —Az®) als

1

¢z (v) = %<Df(ﬂf)v,Df(l’)v>+(Df(w)v,f($)>+§<f($),f(9«“)>

_ %ax(v, v) + Dg(x)v + g(x)
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mit a,(v,w) = vI' Df(z)TDf(x)w, so ist dies genau von der Form von g, in (3.1) mit
Ay = Df(2)" Df(x). Das GauB-Newton-Verfahren ist also eine spezielle Variante des SQP-
Verfahrens mit Schrittweite ay = 1.

Die Idee liegt nun darin, die Schrittweitensuche aus den Quasi-Newton-Verfahren auf
das Newton-Verfahren zu iibertragen, indem wir die Nullstellenberechnung nicht mit dem
Newton-Verfahren selbst sondern mit dem Gau-Newton-Verfahren durchzufithren. Dazu
miissen wir eine sogenannte Meritfunktion m : R — R definieren, so dass f(x) = 0 genau
dann gilt, wenn m(z) minimal wird. Eine einfache Wahl eines solchen m ist

1 1
m(z) = ST = S4@), 7).
Fiir diese Wahl von m konnen wir dieses Problem nun mit dem Gauf3-Newton-Verfahren

16sen, was auf das quadratische Modell
1
&N ) = 5 (v, v) + Dm(z)v + m(z)

mit a,(v,w) = vI Df(x)T Df(z)w fiihrt. Dies kann nun in Algorithmus 3.1 mit variabler
Schrittweite verwendet werden, was letztendlich auf ein Gaufl-Newton-Verfahren mit va-
riabler Schrittweite fiihrt.

Man kann unter geeigneten Annahmen beweisen (siehe [/, Theorem 10.1]), dass dieses
Verfahren fiir alle Startwerte — also global — gegen einen Punkt z* mit Dm(z*) = 0
konvergiert. Fiir diesen gilt entweder f(z*) = 0 oder es gilt, dass D f(z*) nicht invertierbar
ist und Df(z*)f(z*) = 0 ist.

Das quadratische Modell ¢&V aus dem Gaufi-Newton Verfahren kann auch in einem Trust-
Region Verfahren verwendet werden. Der daraus resultierende Algorithmus ist als Levenberg-
Marquardt Methode bekannt, fiir Details siehe |1, Section 10].

Neben der oben angegebenen Merit-Funktion sind natiirlich andere Wahlen moglich, ins-
besondere wenn Nebenbedingungen beriicksichtigt werden miissen, die wir im folgenden
Abschnitt 3.3 betrachten. In diesem Fall erhalten wir keine Variante des Gauf-Newton-
Verfahrens sondern gehen wieder wie beim allgemeinen SQP-Verfahren in Algorithmus
3.1ff. vor.

Pfadverfolgung

Die Pfadverfolgung ist eine weitere Strategie, das Newton-Verfahren zu globalisieren. Sie
beruht darauf, das eigentlich zu losende Problem f(x) = 0 in eine Familie von Problemen
F(z,A) = 0 mit A € [0,1] — eine sogenannte Homotopie — einzubetten. Das bedeutet,
dass f(z) = F(z,1) gilt. Zudem nehmen wir an, dass wir y® € R® mit F(y(®,0) = 0
kennen. Das Verfahren lduft dann wie folgt ab.

Algorithmus 3.14 (Newton-Verfahren mit Pfadverfolgung)
Eingabe: y(©) ¢ R” mit F(y©,0) =0, ¢ € (0,1)

(0) Setze A:=0, k:=0
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(1) Versuche, F(z,\) = 0 mit dem Newton-Verfahren mit dem Startwert y*) zu lésen

(2) Falls das Verfahren erfolgreich war und ein Ergebnis = geliefert hat
Falls A = 1, beende den Algorithmus, sonst:
Setze A := min{\ + 0,1}
Setze y*+1) .= ¢
Falls das Newton-Verfahren sehr schnell konvergiert ist, erhdhe o
(3) Sonst: wihle p € (0,0) und setze 0 : =0 —p, A== A —p

(4) Setze k :=k + 1 und gehe zu (1)

Wichtig ist in diesem Verfahren, Kriterien dafiir zu haben, wann das Newton-Verfahren
schnell konvergiert (um o in Schritt (2) zu erhdéhen) und wann das Newton-Verfahren
voraussichtlich nicht konvergiert (um es in Schritt (1) abbrechen zu konnen, falls keine
Konvergenz zu erwarten ist).

Hierzu erinnern wir an die Konvergenzanalyse des Newton-Verfahrens in Satz 5.15 der
Einfithrung in die Numerische Mathematik. Dort haben wir die Kontraktionskonstante w
des Algorithmus durch die Ungleichung

_ w
IDf (@)~ (f(y) = f(2) = Df@)(y =)l < Sy = =[* (3.9)
abgeschétzt. Aus dieser haben wir in dem Beweis die Ungleichung

o — 2| < S — 22 (3.10)

hergeleitet.

Setzen wir in (3.9) z = ) und y = z*+Y), womit y — z = Az(® gilt, so erhalten wir

Df(z®) 71 (f(2*Y) = fe® ) Df(«™)(Az))
= Df®) 7 @) = D" (@) - Df (™) D f (™) (A
=—Ag(k) :@(k)

= Dfa®) ) = AT

—~ (k+1

Die Grofle Ax( ) wird auch “vereinfachter Newton-Schritt” genannt. Damit kénnen wir
w schétzen durch (h41)

+
1A
Az ™2
Beachte, dass dies nur eine Schitzung ist, weil die Ungleichung (3.9) eigentlich fiir alle
z,y € R™ gelten muss; hier testen wir sie nur fiir eine bestimmte Wahl. Aus (3.10) erhalten
wir dann die Schitzung

o) — a7l < St®) — o2 = (S — 271 ) 1o — 7.

w=2—F
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Das Verfahren konvergiert also gerade dann schnell, wenn %Haz(k) — ¥ klein ist. Da wir
|2 — 2*|| allerdings nicht kennen, verwenden wir ||z(*+1) — 2(¥)| als Niherung. Dies
ist durch die Dreiecksungleichung bzw. die umgekehrte Dreiecksungleichung gerechtfertigt,
wenn % ||z% — 2*|? klein ist. Wir erhalten so den Schitzer fiir die Kontraktionsgeschwin-
digkeit

-~ ~ (k+1)
6 i D Yatirn) _ gy — 182 __II
2 [ Az®)||
it ko ir i i — (k+1) |
Damit koénnen wir in Algorithmus 3.14 durch Berechnen von Az in der Newton-

Iteration in Schritt (1) und Festlegen von Konstanten 1 > p > v > 0 (typische Konstanten
sind z.B. ¢ = 0.9 und v = 0.2 die folgenden Regeln definieren:

Falls © > u: Verfahren voraussichtlich nicht konvergent, Abbruch der Iteration in (1)
Falls © < v: sehr schnelle Konvergenz liegt vor, Erhhung von o in (2)

Eine mogliche Homotopie F fiir dieses Verfahren ist
F(,)) = f(z) = (1= N)f@”)

fiir ein gegebenes y(® € R™. Dann sind die Voraussetzungen des Algorithmus fiir dieses
y(© erfiillt. Das zu l6sende Gleichungssystem in jedem Newton-Schritt ergibt sich dann als

Df(z)Az + (f(z) — (1= N f ') =0.

3.3 Beschriankte Optimierung

In den meisten Optimierungsaufgaben soll die Funktion f nicht einfach {iber ganz R",
sondern iiber eine Teilmenge X C R"™ optimiert werden. Um die Menge X mathematisch
zu beschreiben, nehmen wir an, dass diese durch zwei Funktionen

c:R*" - R™, g:R" = R™

als

X :={zeR"|c(x) =0und g(x) <0}
definiert ist. Wie iiblich schreiben wir ¢ = (c1,...,¢m,)? mit ¢; : R — R und g =
(9155 9m g)T mit g; : R” — R und die Funktionen miissen mindestens C? sein. Die durch

¢ definierten Bedingungen an x werden als Gleichungsbedingungen bezeichnet, die durch g
definierten als Ungleichungsnebenbedingungen. Die Optimierungsaufgabe

min f(z) s.t. c(z)=0,g(x) <0 (3.11)
z€R™
wird als beschrdnkte Optimierungsaufgabe bezeichnet. Das Kiirzel “s.t.” steht dabei fiir
“subject to”, was man auf deutsch als “unter den Nebenbedingungen” iibersetzen kann
und kurz als “so dass” sprechen kann.
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Optimierung mit Gleichungsnebenbedingungen

Analog zur Bedingung V f(z) = 0 im unbeschrinkten Fall wollen wir jetzt eine notwendige
Optimalitidtsbedingung herleiten. Falls nur Gleichungsnebenbedingungen existieren, also
keine Funktion ¢ existiert, konnen wir die bereits in der Analysis betrachtete Methode der
Lagrange-Multiplikatoren anwenden.

Satz 3.15 Sei f € CY(R",R) mit ¢ : R — R™, m, < nund X := {x € R"|c(x) = 0}.
Falls f in 2* € X ein lokales Minimum oder Maximum besitzt und Dc(z*) vollen Rang
besitzt, so existiert ein Vektor A € R™<c mit

Df(x*) + X' De(x*) = 0. (3.12)

Der Vektor A wird Lagrange-Multiplikator genannt.

Beweis: Die Matrix Dc(z) besitzt vollen Rang und ist eine Matrix mit n Spalten und m,
Zeilen. Wegen m,. < n existieren also m, linear unabhéngige Spalten. Durch Umnumme-
rierung der x; verschieben sich diese Spalten gerade; wir kénnen daher so umnummerieren,
dass gerade die m, letzten Spalten linear unabhéingig sind. Beachte, dass dies nur die Spal-
ten von D f und Dc vertauscht, Gleichung (3.12) bleibt bei Umnummerierung der x; also
giiltig. Teilen wir nun den Vektor x in der Form

-(2)

mit z € R" ™ und y € R™e auf und schreiben ¢ in der Form ¢(z,y), so erfiillt ¢ die
Bedingung des Satzes iiber implizite Funktionen. Teilen wir das lokale Minumum analog
auf mittels z* = (2%, y*), so konnen wir Umgebungen V; von z* und Va2 von y* sowie eine
stetig differenzierbare Funktion b : V; — V5 finden mit ¢(z,b(z)) = 0. Aus der Definition
des lokalen Minimums unter Nebenbedingungen folgt dann, dass z* ein lokales Minimum
der stetig differenzierbaren Funktion

h(z) = f(z,0(2))
ist. Aus dem Satz iiber implizite Funktionen folgt

0 = Dh(z") = D.f(z",b(z")) + Dy f(z",b(z")) Db(z")
= D.f(2", h(z")) = Dy f(z",b(2"))(Dye(z")) ™' Dac(a”).

Setzen wir nun A = — [D, f(z*, b(z*))(Dyc(m*))*l]T, so folgt

D.f(z*,0(z)) + AT Doc(z*) = D.f(z*,b(z")) — Dyf(=*,b(z*))(Dye(z*)) " Dac(z*)
= Dh(z*) = 0

und

D, f(=",b(=")) + ATDyg(a") = Dyf(=",h(z")) = Dyf (=", b(z"))(Dye(a™)) " Dyela”)
= Dyf(="b(z") — Dyf(=*,b(z")) = .
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Zusammen gilt also
Df(z*) = (Dyf(",y*), D: f(z*,y")) = =(\ Dzc(a*), N Dye(a¥)) = =A" De(ax).

U

Bemerkung 3.16 Beachte, dass Gleichung (3.12) nicht sicher stellt, dass ¢(z*) = 0 gilt.
Will man also Kandidaten fiir Extremwerte unter Nebenbedingungen ausrechnen, muss
man c(z*) = 0 als weitere Gleichung(en) zur Bestimmung von z* und A hinzufiigen. Die
notwendigen Optimalitéitsbedingungen lauten also vollstdndig

Df(z*) + ATDe(z*) = 0

e = 0 (3.13)

und bilden ein Gleichungssystem mit n linearen und m, nichtlinearen Gleichungen, so-
wie n + m, Unbekannten xi,...,2Zn,A1,..., Am,. Diese Gleichungen werden als KKT-
Bedingungen (nach Karush, Kuhn und Tucker) bezeichnet.

Beispiel 3.17 Wir betrachten die Funktion f(z) = 27 Az + b"x + ¢ mit

-3 1 1
a=(71 ) v=(1) oo

(siehe Abb. 3.1) und der Gleichungsnebenbedingung g(x) = 0 mit c¢(z) = 2% + 23 — 1.

f(x)

Abbildung 3.1: Graph der Funktion f(z) = 27 Az + b"x + ¢ mit A, b, ¢ aus Beispiel 3.17

Wir suchen also die Extremwerte von f auf dem Einheitskreis, also der Menge aller x mit
||z|]2 = 1. Die Dimensionen lauten hier n = 2 und m = 1 und es gilt

Df(z) = 2Az 4+ b)T  sowie De(x) = (221, 2z3).
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Die Bedingung, dass Dc vollen Rang hat, ist hier also fiir z # 0 erfiillt. Damit ergibt sich
(3.13) zu

—6x1 +2x9+1 = —A\213
201 +4x0+1 = —A2x9
w% + a:% -1 =0

Die Losung des linearen Gleichungssystems aus den ersten beiden Gleichungen in Abhéngig-

keit von A ergibt
1 =x-1 1 —A+14

o AT T a1

Eingesetzt in die weitere Gleichung 2% + 3 — 1 = 0 erhalten wir

I

1202 — 66X+ 17

S AT L 1=0
12N =7)2 ’

was gerade die Nullstellen der Polynoms
P(X\) = 4)\* — 8)\3 — 54202 4+ 62\ + 179

als Losungen besitzt. Die Berechnung der Nullstellen (mit MAPLE) liefert die néherungs-
weisen Werte

A1 = —2.779408674, A2 = —1.605041266, A3 = 2.793395794, Ay = 3.591054146
mit den zugehorigen Extremalstellen

0.2538732892 —0.1073224411 0.9529537485 —0.9960563225
0.9672374900 )’ \ —0.9942242700 )’ \ —0.3031157474 )’ 0.08872321925 |~

Abbildung 3.1 legt nahe, warum es gerade vier Extremalstellen mit dieser Vorzeichenstruk-

tur gibt. o

In der Praxis wird man das Gleichungssystem (3.12) natiirlich nicht per Hand sondern mit
einem Algorithmus l6sen, beispielsweise mit dem sogenannten Lagrange-Newton-Verfahren.
Dazu fithrt man die Lagrange-Funktion

L(z,\) = f(z) + A e(x)

ein, mit L : R® x R™e — R. Wegen

DL(z,\) = (aaxL(x,)\) aL(x,A)) = (Df(z) + N De(z), e(z)T)

o))
sind die KKT-Bedingungen dquivalent zu der Gleichung
DL(z,\) =0.

Der Newton-Schritt fiir diese Gleichung (angewendet in der iiblichen Zeilenvektorform, also
auf DL(x, \)T = 0) ergibt sich aus der Losung des linearen Gleichungssystems

Hp(z, \)(Az,A\) = —DL(z,\)T
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(Hp(x,\) ist die Hesse-Matrix von L beziiglich der Variablen (z,\)). Mit L, = %L und

Ly, = %L(:p, A) kann man dies schreiben als

(e 5 ) (a0) (")
Hierbei ist

0 0 T e
Lyz(z,\) = %Lx(aj, A) = s [Df(x) + N De(x)] = Hy(x) + Z;AH ().
Das Gleichungssystem enthélt also gerade die KKT-Bedingungen des Optimierungspro-
blems

1
m}%@n f(x) + Ly(x, v+ iLm(:L‘, A (v,v) st De(z)v + c(x) =0,
vER™

das eine eindeutige Losung besitzt, falls De(x) vollen Rang hat und Ly (x, A) auf dem Kern
von Dc(x) positiv definit ist.

Um das Verfahren zu globalisieren, wird eine Merit-Funktion definiert, so dass wir die
Schrittweitensuche des SQP-Verfahrens auf dieses Problem {ibertragen kénnen. Eine iibli-
che Wahl dafiir ist

m(z) = f(z) +e(@)]-

Optimierung mit Gleichungs- und Ungleichungsnebenbedingungen

Falls zusétzlich Ungleichungsnebenbedingungen vorliegen, miissen die KKT-Bedingungen
angepasst werden. Dazu nennen wir eine Ungleichungsbedingung g; aktiv in einem Punkt
x € X, falls g;(x) = 0 gilt und inaktiv, falls g;(x) < 0 gilt. Fir die KKT-Bedingungen ist
nun wichtig, welche Bedingungen im Minimum x* aktiv sind. Wir definieren die aktive und
die inaktive Menge A,Z C {1,...,mg} in einem lokalen Minimum als

A:={je{l,...,mg}|gj(x*) =0}, I:={je{l,...,mg}|g;(z") <0}

Offenbar bleibt z* ein lokales Minimum, wenn wir alle g; mit j € A in Gleichungsneben-
bedingungen umwandeln und alle g; mit j € Z weglassen. Es sei ¢ die Funktion der neuen
Gleichungsnebenbedingungen ¢; und g; mit i = 1,...,m, und j € A und mg = m. + |A]
die Anzahl der Komponentenfunktionen in ¢. Falls dann Dé(x*) vollen Rang besitzt, folgt
aus Satz 3.15 die Existenz von A € R™e mit

Df(z*) + AT Dé(z*) = 0. (3.14)

Zusitzlich gilt natiirlich ¢;(z*) = 0 und g;(2*) <0 firi=1,...,m¢, j=1,...,my.

Wir machen nun die folgende weitere Annahme an D¢, die sogenannte Mangasarian-
Fromowitz Constraint Qualification: Es existiert ein v € R™ mit

Dc(z*)v =0 und Dg;(z*)v <0 fiir alle j € A. (3.15)
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Fiir jedes solche v muss f in Richtung v zunehmen, denn ansonsten kénnte z* kein Minimum
sein (das ist anschaulich einsichtig, der formale Beweis ist aber technisch aufwéndig), also
ist Df(z*)v > 0. Wegen (3.14) gilt fiir dieses v nun aber

Df(z")v+ ga: XiDé;(z*)v = 0.

i=mec+1
Damit und mit (3.15) kann man mit einem wiederum etwas aufwindigen Beweis zeigen,
dass die Komponenten von A fiir ¢ = m. + 1, ..., m, die Ungleichung A; > 0 erfiillen.

Setzen wir nun \; := \; fiir i = 1,...,me, vj = A mit & = gj fiir alle j € A und v; := 0
fiir j € Z, so folgt

Df(z*) + AT De(z*) + vI' Dg(z*) = 0
clz*) = 0
glz*) < 0 (3.16)
v > 0
vlig(z*) = 0

Dies sind die KKT-Bedingungen fiir das volle Problem. Ein Punkt x*, der diese Bedingun-
gen erfiillt, wird als KKT-Punkt bezeichnet.

Tatséchlich reicht es aus, die Existenz von v mit (3.15) und vollen Rang von Dc¢(x*) anzu-
nehmen, um die KKT-Bedingungen zu folgern; unter diesen Bedingungen kann man aber
nicht auf Satz 3.15 zuriickgreifen, deswegen haben wir die stirkere Bedingung verwendet,
dass Dé(x*) vollen Rang besitzt.

Beispiel 3.18 Wir betrachten noch einmal das Problem aus Beispiel 3.17, jetzt aber mit
der Nebenbedingung ||z||? < 1, die wir mit

g(w) =i +23 -1

als g(x) < 0 schreiben kénnen. Wir kénnten jetzt versuchen, direkt die (Un-)Gleichungen
(3.16) zu losen. Einfacher ist es aber, wenn wir uns eine Kandidatin fiir die aktive Menge
vorgeben. Da wir die aktive Menge nicht kennen, probieren wir alle Méglichkeiten durch.
Da g nur eine Komponente hat, gibt es nur die beiden Moglichkeiten A = {1} und A = 0.

Im Fall A = {1} erhalten wir genau die Bedingungen aus Beispiel 3.17, nur dass \ jetzt v
heifit. Die Zusatzbedingung v > 0 ist fiir die dritte und vierte Extremalstelle in Beispiel
3.17 erfiillt, die zugehorigen x* sind also Kandidaten fiir Minima, was gem&f3 Abb. 3.1 auch
stimmt.

Im Fall A = {0} haben wir aufler D f keine weiteren Terme in der ersten Gleichung mehr,
wir suchen also nach Nullstellen z* der Ableitung D f mit g(z*) < 0. Die einzige solche
Stelle ist der Punkt z* = (0,0). Dieser ist auch tatséchlich eine Extremalstelle, der die
KKT-Bedingungen erfiillt. Es ist aber weder ein Minimum noch ein Maximum sondern ein
Sattelpunkt, was man durch Analyse der Hesse-Matrix H; von f ermitteln kann.

Das Beispiel zeigt, dass die KKT-Bedingungen genau wie die bereits aus der Schule bekann-
te notwendigen Bedingung “f’(x) = 0” nur kritische Punkte charakterisieren. Diese miissen
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nicht unbedingt Minima oder Maxima sein. Allerdings bieten die KKT-Bedingungen in der
Form (3.16) wegen der Vorzeichenbedingung v > 0 bei kritischen Punkten am Rand die
Méglichkeit, Minima und Maxima zu unterscheiden, wie der Fall A = {1} zeigt. O

Zur Losung von (3.16) gibt es unterschiedliche algorithmische Strategien. Zu deren Dar-
stellung ist es hilfreich, das Problem erst einmal in eine einfache Standardform zu bringen.
Dazu fithren wir sogenannte Schlupfvariablen s ein. Wir schreiben die Ungleichungebedin-
gung um als

g(z) <0 < g(xr)+s=0,5>0,

wobei s € R™¢ und “s > 0” komponentenweise zu verstehen ist. Schreiben wir dann die
Funktionen ¢ und g + s in eine gemeinsame Funktion d(z, s) mit d : R"™ x R™s — R™Metmg,
so konnen wir das Problem 3.11 in der Form

min f(z) st. d(z,s)=0,5s>0

zERM
s€R™Y

schreiben. Die KKT-Bedingungen (3.16) vereinfachen sich dann zu

Df(z*) + \TDd(x*,s*) —v = 0
d(z*,s*) = 0
s > 0 (3.17)
v > 0
vis* = 0

Auf Basis dieser vereinfachten KKT-Bedingungen kénnen wir nun die Algorithmen erléutern.

Aktive-Mengen Strategien

Die aktive-Mengen Strategie nutzt aus, dass das Problem bei gegebener aktiver Menge ein
Problem mit reinen Gleichungs-Nebenbedingungen ist, das wir z.B. mit Lagrange-Newton
16sen kénnen. Ausgehend von einer Startschitzung Ag wird die aktive Menge nach jedem
Losen des gleichungsbeschrankten Problems aktualisiert.

Algorithmus 3.19 (Aktive-Mengen Strategie) Eingabe: Ay C {1,...,m,}

(0) Setze k:=0

(1) Lose das Problem
mé{l% f(z) st. d(z,s)=0,s4, =0,
saéimg

wobei s 4, der Teilvektor von s mit den Komponenten s;, j € Ay, ist.

(2) Falls die KKT-Bedingungen (3.17) (bis auf eine vorgegebene Toleranz) erfiillt sind:
Ende des Algorithmus, KKT-Punkt gefunden

Sonst:
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(3) Setze .Ak+1 = .Ak

(4) Firj=1,...,me

(5) Falls j & Aj41 und s; < 0 (s; unzuléssig):
nehme j in Ay auf

(6) Falls j € Ag41 und v; < 0 (s; = 0 verhindert Optimalitét):
entferne j aus Ay 1

(7) Ende der j-Schleife
(8) Setze k :=k + 1 und gehe zu (1)

Innere-Punkte-Verfahren

Im Innere-Punkte-Verfahren ist die Idee, die Ungleichungsbeschrinkungen s < 0 komplett
wegzulassen und stattdessen die Kostenfunktion f so zu verdndern, dass die Kosten fiir
s > 0 unendlich gro werden. Dabei soll f auf dem Inneren von X aber differenzierbar
bleiben, damit man das dann unbeschrinkte Optimierungsproblem effizient 16sen kann.

Der iibliche Ansatz fiir solch ein Optimierungsproblem ist

i - log(s;) st. d(z,s)=0
min f(z) M; og(si) s (z,5)

mit einem Parameter p > 0. Fiir festes p > 0 ergibt dieses Problem stets nur eine Néhe-
rungslosung fiir das Originalproblem, aber unter geeigneten Bedingungen kann man bewei-
sen, dass diese Ndherungslosung fiir u — 0 gegen die Originallssung konvergiert. Allerdings
ist das Problem fiir p & 0 numerisch sehr schwer zu l6sen. Deswegen verwendet man {iibli-
cherweise ein Lagrange-Newton-Verfahren mit Pfadverfolgung fiir p — 0.

Die KKT-Bedingungen fiir das Innere-Punkte Problem lauten (mit A = (X, \)
Df(z) + Ady(x,s) = 0
T .
) = o o
d(z,s) = 0.

Hierbei entsteht die erste Zeile aus der Ableitung der Lagrangefunktion nach x und die
zweite aus der Ableitung nach s. In der Implementierung multipliziert man iiblicherweise
die zweite Zeile mit S = diag(s1, ..., Sm.) und erhélt so die Bedingungen

Df(z) + Ady(z,s) = 0

—ul + (Xlsl,...,ﬂmgsmg) = 0 (3.19)
d(z,s) = 0
mit 1 = (1,...,1)7 € R™ Diese Formulierung vermeidet die fiir kleine sj numerisch

ungiinstige Verwendung von 1/s;.



Kapitel 4

Approximation von Funktionen

In diesem Kapitel werden wir uns damit befassen, wie man Funktionen numerisch dar-
stellen kann. Da dies in den allermeisten Féllen nicht exakt moglich ist, spricht man von
der Approximation von Funktionen. Wir haben bereits in der Einfiihrung in die Numerik
gesehen, dass z.B. Polynome und Splines hierfiir geeignet sind. Hier wollen wir zunéchst die
theoretischen Grundlagen in deutlich allgemeinerer Form als in der Einfithrung betrachten
und dann ausgewéhlte weitere Approximationsverfahren behandeln.

4.1 Bestapproximation

Aus mathematischer Sicht kann man die Funktionen, die man approximieren mochte, als
Funktionenraum, also als einen unendlich dimensionalen Vektorraum X auffassen, den wir
in diesem Kapitel immer als vollstdndig und normiert voraussetzen. Beispiele sind z.B. die
stetigen Funktionen X = C(,R"), @ € R™, mit Norm || f||x = || fllec = sup,eq || f(2)]|
oder die p-mal stetig differenzierbaren Funktionen X = CP(Q,R™) mit Norm ||f||x =
(k)
supg—0,...p [/ [loo-
Die im Computer numerisch darstellbaren Funktionen sind hingegen Elemente eines endlich
dimensionalen Unterraums X; C X. Ein Beispiel ist der n + 1-dimensionale Raum der
Polynome vom Grad < n, der einen Unterraum von X = CP(Q2,R) fiir alle p € N und
Q2 = [a,b] C R darstellt. Dieser Raum wird bei uns oft einen Index k haben, weil man
typischerweise ganze Folgen solcher Réume betrachtet, z.B. die R&ume Py, der Polynome
von Grad < k.

Die Frage nach der Bestapproximation ist nun, wie gut ein Element f € X durch ein
Element aus X} approximiert werden kann. Man betrachtet also die Grofie

min —
i I = filx.

den sogenannten Fehler der Bestapproximation. Wie der folgende Satz zeigt, existiert dieses
Minimum immer.

Satz 4.1 Falls X}, ein endlichdimensionaler Teilraum von X ist, existiert ein fk € X mit

If = fullx <IIf = fullx  fiir alle fx € X

71
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Beweis: Die Funktion g(fx) := ||f — fx|lx ist stetig auf Xy, weil die Norm eine stetige
Funktion auf X und X} C X ist. Daher sind die Niveaumengen

Lo = {fx € Xi|9(fr) < a}

abgeschlossen. Wegen 0 € X}, ist 0 € L, fiir a > || f||x, damit sind die L, nicht leer fiir
alle hinreichend groBen «. Sie sind zudem beschrinkt, denn fiir ||fxl|lx > || fllx + « gilt
9(fe) = If — fellx = I fellx — Ifll > o und damit fi & L,. Weil X}, endlich dimensional
ist, sind die L damit kompakt. Folglich existiert in jedem solchen L, ein Minimierer, der
gerade das gesuchte fk ist. U

Die Fragen, die man sich nun stellt, sind z.B.

e Konvergiert der Fehler fiir eine Folge von Rdumen X gegen 0, gilt also

li i — —0?
Jim - min If— fellx

e Wie grof ist der Fehler der Bestapproximation fiir festes k¥ und wie héngt er von der
Wahl von f und X ab?

e Wie viel schlechter ist ein Algorithmus zur Berechnung einer Approximation f € X
im Vergleich zur Bestapproximation?

Fiir die Polynominterpolation haben wir in der Einfithrung in die Numerik bereits eine
Fehlerabschitzung hergeleitet. Fiir Polynome P vom Grad < k gilt gerade

1F ¥+ oo

(k+nlw—aﬁ“. (4.1)

Mit X = C([a,b], R) und Y = C**+!([a,b],R) folgt daraus'

(b _ a)k+1

If = Plx < ]

£ lly-

Dies ist die typische Form einer Ungleichung fiir den Fehler der Bestapproximation. Typisch
dabei ist, dass links und rechts unterschiedliche Normen stehen, wobei die Norm rechts
stirker ist (also fiir gleiche Argumente groBere Werte liefert) und hohere Regularitéit von f
verlangt als die Norm links (rechts k+1 mal stetige Differenzierbarkeit, links nur Stetigkeit).
Diesen Unterschied nennt man Regularitdtsliicke.

Im Allgemeinen sucht man nach einer Konstanten A(k, X,Y) > 0, so dass die Ungleichung

If = fullx < AKX, )| flly,

die sogenannte Jackson-Ungleichung gilt.

!Beachte, dass wir hier den Term auf der rechten Seite durch einen u.U. deutlich groferen Ausdruck erset-
zen. Das ist hier fiir die abstrakte Formulierung niitzlich, bedeutet aber natiirlich, dass wir die Abnschétzung
schlechter machen. Wenn wir in Abschnitt 4.5 mehrdimensionale Polynome genauer betrachten, werden wir
die bessere Abschitzung verwenden.
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Hierbei mochte man A(k, X,Y’) — 0 fiir k — oo oder noch besser asymptotische Abschétzun-
gen der Form

Ak, X,Y)=0(k™®) oder A(k,X,Y)=0(p")

fir a > 0 oder p € (0,1) haben. In jedem Fall bedeutet dies, dass die Abschitzung un-
abhéngig von x ist, was in manchen Féllen nicht moglich ist. In diesen Féllen kann man
manchmal immer noch

lim ||f — fxllx =0 fiir alle z € X
k—o0
erreichen. Wenn dies gilt, sagt man, dass (J,cy X dicht in X liegt.

Beispiel 4.2 (i) Falls f € Y = C*([a,b],R), so folgt fiir die Polynominterpolation mit
Xk =P, X =C([a,b],R) und Y = C=°

A(k’ X, Y) = O(pk)

fiir jedes p € (0,1). Dies gilt, weil fiir jedes solche p die Ungleichung (b — a)/k < p gilt fiir
hinreichend grofes k, woraus die Existenz von C' > 0 mit (b — a)**1/(k + 1)! < CpF folgt.
Beachte aber, dass C' unbeschréinkt wéchst, wenn p gegen Null geht.

(ii) Aus der Fehlerabschitzung fiir die kubischen Splineinterpolation in Satz 3.32 der
Einfithrung in die Numerik folgt, dass fiir Splines mit k #dquidistanten Stiitzstellen Ay
auf [a,b] die Abschéitzung

Ak, X,Y) = O(k™%)

gilt, fiir X = C([a,b],R), X = Sa, 3 und Y = C*([a, ], R). o

Beispiele fiir Dichtheitsresultate werden wir im iiberndchsten Abschnitt kennen lernen.

Fiir viele Probleme beobachtet man die folgenden beiden Tatsachen:

e Je reichhaltiger X und je grofler die Regularitétsliicke von Y nach X ist, desto
kleiner wird A(k, X,Y).

e Fiir Y = X ist in der Regel nur ein Dichtheitsresultat aber keine quantitative
Abschitzung moglich.

4.2 Projektionen

Eine Approximation einer Funktion f € X in X kann oft durch eine Projektion berechnet
werden. Eine Abbildung P : X — X} heifit Projektion, wenn P fj, = f, gilt fiir alle f, € X.
Eine Projektion heifit linear, wenn P zudem eine lineare Abbildung ist.

Beispiel 4.3 Ein Beispiel fiir eine lineare Projektion ist die Polynominterpolation auf [a, b]
mit einer festen Stiitzstellenmenge a < xg < 1 < ... < x; < b. Fiir die Lagrange-Polynome

k .
Lz’(iﬂ):H T — T,

.%'i—:Ej

Jj=0
Jj#i
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ist die durch die Interpolation definierte Abbildung von X nach X dann gegeben durch

k
Pf =7 Li(z)f ().
=0

Die Abbildung ist offensichtlich linear und sie ist eine Projektion, weil das Interpolations-
polynom eindeutig ist, die Interpolation eines Polynoms Pj, € P, also gerade Pj selbst als
Interpolationspolynom liefert. Das Gleiche gilt analog fiir die Splineinterpolation. o

Der folgende Satz gibt eine Abschitzung, wie weit die Approximation mit einer Projektion
von der Bestapproximation entfernt ist.

Satz 4.4 Sei X}, ein endlichdimensionaler Unterraum von X und P : X — X}, eine lineare
Projektion, fiir die eine Konstante Ax > 0 existiert, so dass die sogenannte Stabilitdits-
abschdtzung

IPfllx < Axllfllx

fiir alle f € X gilt. Dann gilt fiir alle f € X fiir die Bestapproximation fk von f die
Abschétzung )
If = Pflix <@+ A)llf = fullx-

Man spricht in diesem Fall von Quasi-Optimalitit der Approximation.

Beweis: Es gilt

If = Pflx = IIf = fu+ fe—Pfllx = IIf — fu + Pfi — Pfllx
If = fe+P(fe = Dllx < IF = fellx + Allf = Fellx-
Daraus folgt direkt die Behauptung. U

Beispiel 4.5 Wir betrachten noch einmal die Polynominterpolation auf [a,b], mit der
Norm ||-||x = || |lcc- Aus der obigen Darstellung des Interpolationspolynoms mit Lagrange-
Polynomen folgt

[Pfllx =

k
> Lilw) f(a:)
=0

k k
<D L@ f (@)l < Y [La@)|]Lfl1x-
i=0 i=0
Die Konstante Aj ergibt sich also als

Ap =

k
> 1Ll
i=0

Diese Konstante — die sogenannte Lebesgue-Konstante — ist uns bereits bei der Unter-
suchung der Kondition der Polynominterpolation begegnet. Tabelle 4.1 zeigt ausgewéhlte
Werte fiir Ay, fiir verschiedene Stiitzstellen im Intervall [—1,1].

[e.e]

Fiir die Ay, kann man das Folgende beweisen, siche Theorem 15.2 in Trefethen [0]:

e Fiir alle Arten von Stiitzstellen gilt Ay, > O(Ink)
o Fiir Tschebyscheff-Stiitzstellen gilt Ay, = O(Ink)
e Fiir #quidistante Stiitzstellen gilt Ay = O(2%)
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k | Ay fir dquidistante Stiitzstellen | Ay fiir Tschebyscheff-Stiitzstellen
5 3.11 2.10
10 29.89 2.49
15 512.05 2.73
20 10986.53 2.90
60 2.97-10%° 3.58
100 1.76 - 10%7 3.90

Tabelle 4.1: Ay, fiir verschiedene Stiitzstellen

4.3 Dichtheitsresultate

Aussagen iiber die Dichtheit von Funktionenrdumen der Form | J; o Xj in X fiir endliche
Funktionenriume X C X bilden die Grundlage fiir die Approximationstheorie. Wir wer-
den in diesem Abschnitt einige solche Resultate vorstellen und beginnen mit dem Raum
C>*(Q,R). Dafiir benétigen wir zundchst die Definitionen einiger Normen und Funktio-
nenraume.

Sei 2 C R™ offen und sei f : 2 — R eine i-mal differenzierbare Funktion mit Ableitungen
f®. Beachte, dass die Ableitung im Punkt z eine Multilinearform f®(z) : (R")* — R
darstellt. Fiir diese definieren wir die Norm

1)) = sup [fD(@)(v,v,...,0)|.

[o]=1

Damit kann man fiir k-mal differenzierbare Funktionen die sogenannten Sobolev-Normen

k
kp = 4 (@) Pa
T iz;/gu (2)|Pdz

definieren.

Wir definieren zudem fiir p € N bzw. k € N die Funktionenrdume

L,(Q) := {[f]/\/’ Q= R; / |f(z)|Pdz existiert und ist endlich}
Q
ck@Q) = {f: Q=R : @ existiert und ist stetig fiir alle i = 0, .. ., k}
C®(Q) = {f: Q=R : f% existiert und ist stetig fiir alle i € N}

Hierbei bezeichnet [f]y die Aquivalenzklasse von Funktionen, die sich nur auf einer Lebesgue-
Nullmenge von f unterscheiden.

Wir erinnern daran, dass ein linearer Unterraum Y C X dicht in X liegt, wenn fiir alle
x € X eine Folge (y;) in Y existiert mit

lim |lyy — 2| x =0,
k—o0

was dquivalent zu Y = X ist.
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Dichtheit von C*

Der Raum C*°(Q) liegt dicht in den anderen oben definierten Funktionenrdumen, wofiir
wir hier einen Beweis skizzieren.

Dazu definieren wir fiir € > 0 die C°°-Funktion

1
g=(x) :== { c(e) exp (*W) , falls x| <e

0, sonst

9

wobei die Konstante ¢(e) > 0 so gewéhlt ist, dass [, g-(z)dx = 1 gilt. Fiir f € L,(Q) bzw.
f € C*(Q) definiert man dann iiber die sogenannte Faltung die Funktion

fo(x) = /Q ge( — ) [ (v)dy.

Dann beweist man zum einen, dass f. € C*(Q) gilt und zum anderen, dass die Konver-
genzen

il_{% I fe = fHLp fiir alle f € Ly(€2)

und

lim || fo — f|lc fiir alle f € C*(Q)
e—0

gelten. Damit ist die Dichtheit bewiesen.

Hierbei ist zu beachten, dass die Aussage fiir C*(Q) nur fiir kompaktes Q gilt. Fiir L,(€2)
ist die Aussage auch dann richtig, wenn man C*°(Q) auf C§°(f2) einschrénkt, d.h. auf die
C*>°-Funktionen mit kompaktem Tréager.

Als Beispiel betrachte die Funktion f(z) = 1/y/|z] fiir  # 0 mit f(0) = 0. Offenbar
ist diese Funktion in L;((—1,1)) (denn die Stammfunktion ist +2/|z[), aber nicht in
C([-1,1]), da sie in = 0 offenbar nicht stetig ist und nahe x = 0 zudem unbeschrénkt. Die
obige Konstruktion schneidet den unbeschréinkten Bereich nun nahe x = 0 differenzierbar
ab, der Fehler in der Li-Norm ist dann gerade die Griéfle der abgeschnittenen Fldche, die
gegen Null konvergiert, wenn man immer niher bei x = 0 abschneidet.

Dichtheit von Polynomen

Wir skizzieren nun den Beweis dafiir, dass jede C'°°-Funktion durch Polynome beliebig gut
approximiert werden kann. Dies ist gerade die Aussage des Satzes von Weierstraf.

Satz 4.6 (Weierstrafl) Der Raum der Polynome P auf [a, b] ist dicht in C([a, b]).

Beweisskizze: Sei f € C([a,b]). Wir setzen f stetig und mit kompektem Triger auf R
fort und betrachten die Faltung

ful) == /Q gz — ) f(y)dy
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mit

)= e (-2

x) = exp| —— | .

Gt Tl p A

Dann kann man beweisen, dass f; fiir ¢ — 0 gleichméBig gegen f konvergiert. Es gibt also

fiir beliebiges € > 0 ein ¢ > 0 mit

1fe = flloo < /2.

Zudem kann man beweisen, dass f; fiir alle ¢ > 0 als Funktion auf C eine holomorphe
Funktion ist. Daher konvergiert ihre Taylor-Approximation P, vom Grad k gleichméfig
auf [a,b] fiir k — oo. Es existiert also ein Grad k& € N mit

1Pk = filloo < /2.

Mit der Dreiecksungleichung erhélt man dann

1Pe = flloo < N1Bk = filloo + Ife = flloo <&,

woraus die Behauptung folgt. U
Tatsdchlich kann man die Polynome angeben, welche eine beliebige stetige Funktionen
approximieren: Auf dem Intervall [0, 1] leisten dies gerade die Bernstein-Polynome

k

(Bef)(a) =Y ( ¢ ) Fi/m)ai(1 — 2y,

i=0

Man kann beweisen, dass fiir f € C*([0,1])

k—o0
gilt, woraus

lim ||Byf — =0

Jim ([ Bf = fllz,
folgt. Fiir andere Intervalle als [0, 1] lassen sich die Bernstein-Polynome entsprechend ska-
lieren.

Beachte dass die Bernstein-Polynome die Funktion f nicht interpolieren; tatséchlich sind
Interpolationspolynome ungeeignet, um beliebige stetige Funktionen zu approximieren, wie
der folgende Satz zeigt.

Satz 4.7 (Faber) Sei Ay = {zk0,...,2k i}, k € N eine beliebige Folge von Stiitzstellen-
mengen auf [a,b]. Dann gibt es ein f € C([a,b]), so dass

[1Pe = flloo 7 0

fiir k — oo, wobei Py, € Py, das Interpolationspolynom von f zur Stiitzstellenmenge Ay ist.

Beweisskizze: Wir haben am Ende von Abschnitt 4.2 gesehen, dass die Konstante Ay
mindestens logarithmisch wéchst. Man kann nun zeigen, dass es zu jeder Folge von Stiitz-
stellenmengen ein f gibt, so dass die Bestapproximation an f langsamer als logarithmisch
konvergiert. Damit folgt die Aussage. U

Ebenso kann man zeigen, dass zu jedem f € C([a,b]) eine Folge von Stiitzstellenmengen
existiert, so dass Pj gleichméBig auf [a,b] gegen f konvergiert. Fiir allgemeine Gebiete
Q) C R™ und n-dimensionale Polynome gelten analoge Resultate.
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Dichtheit von stiickweisen Polynomen

Man kann das Intervall [0, 1] in 2% Teilintervalle aufteilen und die Funktion f auf jedem
Teilintervall durch ein Polynom vom Grad <[ interpolieren. Dabei kénnen wir verlangen,
dass die Polynome an den Nahtstellen mindestens p mal stetig differenzierbar sind (fiir p =
[ — 1 wiirden wir so gerade die Splines der Ordnung [ erhalten). Den dadurch entstehenden
Raum der Polynome nennen wir V,,; ;. Indem wir die Fehlerabschitzung fiir die Hermite-
Interpolation aus der Einfiihrung in die Numerik auf jedem Teilintervall anwenden, sehen
wir, dass dadurch jede Funktion beliebig genau interpoliert werden kann, wenn wir nur k
grof3 genug machen.

Also ist der Raum (Jycy Vpk dicht in L,([0, 1]) und C*([0, 1]).

Dichtheit von trigonometrischen Polynomen

Ebenso kann man zeigen, dass der Raum der reellen trigonometrischen Polynome

k
a . o
Qz) = ?O + E (a; cos jt + bjsin jt)
=1

dicht in der Menge der periodischen C- und L,-Funktionen liegt.

4.4 Bestapproximationen in Hilbertraumen

Hilbertriume sind Vektorrdume X, in denen ein Skalarprodukt (-, -) x existiert, welches die
Norm auf X mittels

Ifllx = VA{f Fx

definiert. Unter den genannten Funktionenrdumen ist L2(€2) mit dem Skalarprodukt

(f.g)x = /Q f(@)g(x)da
wegen
, fix = /Q f (@) (2)de = /ﬂ (@) 2z = |11,

ein Hilbertraum. In einem Hilbertraum gilt

d d

—| = (fe+top) % = p

7 (f = (fe +to), f — (frx +tor))x = 2(f — fr, vk)x
=0

t=0

Wenn f; € X nun || f — fx||% minimiert, so mimimiert ¢ = 0 den Term || f — (fx + tvr)[|%
fiir alle vy € X}. Folglich gilt

(f = frwvk)x =0
fiir alle vy, € Xj. Fiir eine Basis (s1, . .., sg) von X kénnen wir den Minimierer fj schreiben
als fr = Z?Zl ojs; mit unbekannten o; € R. Dann gilt

k
0= <f — ZO‘ij,S7;>
j=1

k
= <f7 3i>X - Zo'j<5j78i>X
j=1

X
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fiir i = 1,..., k. Definieren wir
o1 (f,s1)x (s1,51)x -+ (sk,s1)x
o= : , b= : und M = : :
Ok (fssk)x (s1,8K)x -+ (SkySk)X
so kénnen wir dies kurz schreiben als
Mo =b. (4.2)

Die Koeffizienten o; der Bestapproximation f; kénnen durch die Losung eines linearen
Gleichungssystems berechnet werden. Beachte, dass M invertierbar ist, weil die s; eine
Basis bilden. Der folgende Satz folgt sofort aus dieser Tatsache.

Satz 4.8 Wenn || - ||x durch ein Skalarprodukt gegeben ist, so ist die Bestapproximation
eindeutig und héngt linear von der zu approximierenden Funktion ab.

Wir betrachten nun den Fall, dass die s; aus einer Orthonormalbasis von X stammen.
Dazu benttigen wir zunéchst die folgenden Definitionen.

Definition 4.9 Sei X ein Hilbertraum.
(i) Ein Orthonormalsystem in X ist eine abzidhlbare Menge {ej |k € N} C X, so dass

1, fallsi=3j
(e, e)x = dij = { 0, sonst
gilt fiir alle 4,5 € N.

(ii) Eine Orthonormalbasis in X ist ein Orthonormalsystem, dessen Aufspann dicht in X
liegt, d.h. fiir alle f € X existieren \; € R, ¢ € N mit
k
lim ) " Ae; = f

k—o0 4
i=1

O

Fiir eine Folge (y;) in X mit paarweise unabhéngigen y; kann man mit dem Gram-Schmidt-
Verfahren ein Orthonormalsystem konstruieren.

Beispiel 4.10 (i) Sei X = La([—1,1]) mit Skalarprodukt

1
(f,9) = /_1 f(x)g(x)dz.

Wie wir in der Einfiihrung in die Numerik bei der Gau-Quadratur gesehen haben, bilden
die Legendre-Polynome dann eine Orthonormalbasis des Raums der Polynome. Da dieser
dicht in X liegt, bilden die Legendre-Polynome auch eine Orthonormalbasis von X.

(ii) Die trigonometrischen Funktionen
{(2m)Y2}, 72 cos kt, /2 sin Kt} pen

bilden eine Orthonormalbasis von X = Lo ([0, 7)) o
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Wenn die s; in der Konstruktion der Bestapproximation die ersten k& Elemente eines Or-
thonormalensystems (e;) sind, folgt M = Id in (4.2). Damit gilt o = b und es folgt fur die
Bestapproximation fi, dass

k

k
fe = Zaiei = Z<f, €i) X €i- (4.3)
i=1

i=1

Der folgende Satz gibt Eigenschaften von Orthonormalbasen (e;) an sowie einen Fehler fiir
die Bestapproximation yi € X}, fir Xy = span{ey,...,er}.

Satz 4.11 Sei (¢;) eine Orthonormalbasis von X, und f € X und fj, die Bestapproximation
in X} = span{ey,...,ex}. Dann gilt

() f= lim fi = lim é(ﬂ ei)xei = i(f, i) xe:
(i) (f,w)x = ii?f; ei)x (W, €;) x
) 111 = Y4 o
(iv) IIf = ful Xk = i (f ek
i=k+1

Beweis: (i) Die Gleichung fi = Zle (f,ei)xe; wurde bereits in (4.3) gezeigt. Weil der
Unterraum span{ey, es, ...} dicht in X liegt, gibt es Elemente fr € span{ey,...,ex}, k € N
mit ||fr — fllx — O fiir k — oo. Da die Bestapproximation per Definition ||fi — f|lx <
I fr — fllx erfiillt, folgt (i).

(if) Mit (i) und der Stetigkeit des Skalarprodukts gilt

k k 00
(fiw)x = <kh_>ﬁolo > S ez‘>X€i;w> = lim <Z<f7 6i>Xei7w> = (fe)x(w,e)x.
i=1 X i=1 x =l
(iii) Folgt aus (ii) mit w = f.
(iv) Es gilt
1f = fll3 = (f = for = fidx = (Fs F)x = 20F, fadx + (oo fi)x
und mit (ii), (iii) und (4.3) und (e;, ej)x = 0 fiir ¢ # j koénnen wir fortfahren
k k 00

= Z<f¢ el>§( -2 Z<fa el>§( + Z<f¢ el>?X = Z <fa €Z>%(
=1

=1 i=1 i=k+1
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U

Aus dem Abklingverhalten der Koeffizienten ¢; = (f, e;) x aus Satz 4.11(i) kann man wegen
lleillx = 1 mit Satz 4.11(iv) auf die Giite der Bestapproximation schlieen. Wenn z.B.
c; < 0 fiir ein # < 1 und alle i € N gilt, so folgt

If = fullk < 30 0% =0@*"Y), also ||f = filx = O(6**).

i=k+1

~—

Im Fall ¢; < k~11/2) fiir ein s > 0 folgt

o0

If = fullk < D >N =0(k%), also||f — fullx = O(k™).
i=k+1

Oftmals (z.B. bei Polynombasen) ist es so, dass die Basiselemente e; immer stérker oszil-
lieren, also immer hochfrequenter werden, je grofer ¢ wird. Schnell abfallende Koeffizienten
sind daher ein Indiz dafiir, dass die Funktion f keine oder nur schwache hochfrequente
Anteile besitzt.

4.5 Mehrdimensionale stiickweise polynomiale Interpolation

In hoheren Raumdimensionen n > 2 liegen Interpolationsdaten in der Regel auf raumlich
verteilten Stiitzstellenmengen vor. Sofern diese nicht in alle Richtungen dquidistant ver-
teilt sind, ist es i.A. schwierig, diese mit Polynomen zu interpolieren. Zudem ergibt sich
die aus dem Eindimensionalen bekannte Schwierigkeit der starken Oszillationen bei einer
grofen Anzahl von Stiitzstellen. Auch die Splineinterpolation ist technisch sehr aufwéndig.
In vielen Anwendungen ist es aber auch gar nicht nétig, Daten mit glatten Funktionen
zu interpolieren. In dem wichtigen Anwendungsgebiet der Numerik partieller Differenti-
algleichungen ist es z.B. fast immer ausreichend, mit stiickweise glatten Funktionen zu
interpolieren, da die Gleichungen zumeist in einer “schwachen” Integralform vorliegen, so
dass Nichtdifferenzierbarkeiten kein Problem darstellen.

Fiir die stiickweise polynomiale Interpolation teilt man die betrachtete Menge €2 C R"
in N einfach geformte Gebiete T}, i = 1,..., N, wie z.B. Simplizes (also Dreiecke in R?,
Tetraeder in R?), Quadern etc. auf. Diese sind paarweise disjunkt und ihre Abschliisse
iiberdecken den ganzen Raum, also

N
T;UT;=0firi#j und UTizﬁ.
i=1

Die Gesamtmenge der T; nennen wir ein Gitter auf €. Die einzelnen 7} sind dabei affine
Bilder eines Referenzgebiets f, d.h. es existieren invertierbare Matrizen B; € R™" und
reelle Zahlen w; € R mit

Fiir die folgenden Uberlegungen sind die Konditionen ; = || B;|| | B; || der Matrizen B;
wichtig sowie ihre Matrixnormen h; = || B;||. Beachte, dass die Grofle der T; proportional
zu h; ist, wiahrend die k; angeben, wie “verzerrt” die Elemente sind.
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Der Vorteil dieser Konstruktion der T; ist, dass wir die Abschétzungen fiir die Polynomin-
terpolation nun nur auf T machen miissen und dann auf die einzelnen 7; iibertragen kénnen.
Wir nehmen daher an, dass fiir ein gegebenes Basiselement eine Projektion P (T A) —P
existiert, die jeder Funktion v ein Polynom Pvep zuordnet, das auf gegebenen Stiitz-
stellen in 7' mit v iibereinstimmt. Dies funktioniert beispielsweise, wenn T ein Simplex im
R™ ist, die Stiitzstellen gerade die Ecken des Simplex sind und P der Raum der linearen
Polynome ist, oder wenn T ein Quader im R" ist, die Stiitzstellen wieder an den Ecken von
T liegen und P der Raum der quadratischen Polynome ist (im ersten Fall ist P eindeutig,
im zweiten nicht). Die Funktionen, mit denen wir auf Q approximieren, enstehen nun da-
durch, dass wir eine Projektion p; = P;v auf jedem Element T; definieren, indem wir die
Funktion v erst mittels
@Z(C@) = U(Bi.fl + wi)
transformieren, dann R
ﬁz = Pv;
berechnen und diese Funktion dann mittels
pi(a) = pi(B; (& — w;))

zuriicktransformieren. Die Funktion p(z) = p;(x), x € T; ist dann das gesuchte stiickweise
definierte Polynom?. Die Notation folgt hier der Konvention, dass Punkte in 7 mit &
bezeichnet werden und Punkte in den T; mit x.

Als Fehlermaf auf 2 verwenden wir die Sobolev-Norm

1w = 2 Z / 1£O (@) P de

und fiir die Abschétzungen verwenden wir zusétzlich die Sobolev-Halbnorm

| flwwr = (//Q | f®) ()| d.

Fiir die stiickweise definierten Polynome sind diese (Halb)Normen nicht geeignet, da die
Ableitungen an den Réndern der Elemente T; i.A. nicht existieren. Wir kdnnen sie aber
mittels

1o = § ZZ / 1fO@)Fdr wnd  |flyes = ¢ / 1£®) ()| da

7j=11i=0

entsprechend anpassen. Ebenso kénnen wir die Norm auf dem Referenzgebiet definieren
durch

1A lyeocs) Z /nf Wdi  und  [flynpi = §/ Luso@ras.

2Gegebenenfalls kénnen hierbei Unstetigkeiten und damit Uneindeutigkeiten an den Réndern der Ele-
mente T; entstehen. In diesem Fall muss geklart werden, wie der Wert von p am Rand der Elemente genau
definiert ist.
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Fiir £ > 1 und p > n garantiert der Sobolev-Einbettungssatz die Existenz einer Konstanten
¢ > 0, so dass

1 lwsoiy = €llfllo

fir alle f € C*°. Damit kann man auf dem Referenzgeblet fiir Polynome vom Grad k — 1
die Fehlerabschétzung

llv — PvHWk,p(f) < C‘U’Wk,p(f) (4.4)

fiir eine Konstante ¢ > 0 zeigen (dies entspricht der Abschétzung (4.1) im eindimensionalen
Fall mit k — 1 an Stelle von k fiir festes @ und b, also z.B. a = 0 und b = 1, d.h. T = (0,1)).
Beachte, dass die Abschitzung in dieser Form nur von eingeschrinktem Nutzen ist, da wir
nur dann einen kleinen Fehler erhalten, wenn die k-te Ableitung von v klein ist. Wir werden
aber gleich sehen, wie man aus dieser Ungleichung eine sinnvolle Fehlerabschétzung erhilt.

Ziel der folgenden Rechnungen ist nun, aus der Abschétzung (4.4) auf T Fehlerabschéitzun-
gen fiir die Interpolation auf den 7; zu erhalten. Dazu bendtigen wir das folgende vorbe-
reitende Lemma.

Lemma 4.12 Gegeben seien B € R™*" invertierbar und w € R™. Sei f € C>(T) fiir
T = BT + w und definiere f € C>(T") mittels f(z) := f(BZ + w). Dann gilt fiir beliebige
k,peN

< [1BIP*| det BI ™| £y

|f|Wk »(T) (T)

und

Iy < 1B et BIF

Beweis: Nach Kettenregel gilt mit A(z) = B + w
FE (@) (o1, ... 08) = (f o AF (@) (v1,...,v1) = f*®) o A(&)(Buy, ..., Bug).

Daraus folgt R
IS @)1 < 1BIFILFY (A@)]

und damit mit dem Transformationssatz und DA(x) = B
J1iO@Irae < 1BI [ 159 o A@)Paz = 181 [ 179 @] det B
T
Dies zeigt die erste Behauptung. Die zweite folgt aus der ersten mit B! und —B~'w an

Stelle von B und w, weil f(z) = f(B~'z — B~ lw). U

Mit diesem Lemma koénnen wir nun eine Approximationsaussage treffen. Hierbei nehmen
wir an, dass alle Elemente klein sind in dem Sinne, dass ||B;|| < h gilt fiir eine kleine
positive Zahl h > 0 und allet=1,..., N.

Satz 4.13 Sei m € N und k£ > m. Dann gilt fiir die stiickweise Interpolation mit Polyno-
men vom Grad k — 1 auf einem Gitter mit h; = || B;|| < h, h > 0 und k; < k, k > 0 fiir die
Konstante ¢ > 0 aus (4.4) die Ungleichung

v = Pvllywmpq) < c;@mhk_m|v\wk,p(ﬂ).
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Beweis: Es geniigt,
(k—
[ = Pollympry < RPRE P ofb (4.5)

fiir alle T; zu zeigen. Die Aussage folgt dann durch Summieren iiber die T;, Maximieren
iiber k; und h; und Ziehen der p-ten Wurzel. Mit Lemma 4.12 (einmal mit & = m und
einmal mit dem urspriinglichen k& angewendet) und (4.4) folgt

o = Polfymory < IB7H™|det Byl |0 — Pofy

wm.p(T)
< \|B,—1”mp|detBi\ I —P’Uszkp(f)
< B det B of,,
< BT det Byl || B *F| det Bi| ™ [l
— Py mpHB ||(k mP|U‘Wkp( o
< cph;;nphl( p|v Wk (T3)?
also (4.5). U

Wenn wir also z.B. lineare Polynome betrachten, ist der Grad k—1 = 1. Also ist £k = 2 und
wir konnen die Abschétzung fiir m = 0 oder m = 1 anwenden. Wir erhalten so einen Fehler
der Ordnung O(h?) fiir die Funktion selbst und von der Ordnung O(h) fiir ihre Ableitung.

Die Grofie h > 0 gibt den Durchmesser der Elemente T; (relativ zum Durchmesser von T )
an. Wenn alle Elemente in etwa gleich grofl sind, ist die Zahl N der benétigten Elemente
proportional zu 1/h™. In Abhéngigkeit von der Anzahl der Elemente gilt fiir den Fehler
also

v — Pollymp ) ~ N(m_k)/nkam(Q)-

Die Anzahl der benétigten Elemente nimmt also nicht nur zu, wenn wir einen kleineren
Fehler garantieren wollen, sondern auch — und zwar sehr schnell — wenn die Dimension
n zunimmt. Genauer Dieser Effekt ist als “Fluch der Dimension” bekannt.

Wie bei der eindimensionalen Polynominterpolation wird die Fehlerabschétzung schlecht,
wenn die hoheren Ableitungen der Funktion v grof3 werden.



Literaturverzeichnis

BORNEMANN, F.: Numerische lineare Algebra: Eine konzise Einfihrung mit MATLAB
und Julia. 2. Auflage. Springer, 2019

BryaN, K. ; LEISE, T.: The $25,000, 000,000 eigenvector: the linear algebra behind
Google. In: STAM Rev. 48 (2006), Nr. 3, S. 569-581. — ISSN 0036-1445

DEUFLHARD, P. ; HOHMANN, A.: Numerische Mathematik. I: Fine algorithmisch ori-
entierte Einfihrung. 3. Auflage. Berlin : de Gruyter, 2002

NOCEDAL, J. ; WRIGHT, S. J.: Numerical optimization. Second. New York : Springer-
Verlag, 2006 (Springer Series in Operations Research and Financial Engineering). —
xxii+664 S.

ScHwWARZ, H. R. ; KOCKLER, N.: Numerische Mathematik. 5. Auflage. Stuttgart : B.
G. Teubner, 2004

TREFETHEN, L. N.: Approzimation theory and approximation practice. STAM, 2013

85



Index

Aktive-Mengen-Strategie, 69
Armijo-Schrittweite, 54, 56
Arnoldi-Verfahren, 17

mit Prakonditionierer, 45

Bestapproximation, 71

BFGS-Verfahren, 56

Bisektionsverfahren
fiir Eigenwerte, 22

CG-Verfahren, 43, 44
charakteristisches Polynom, 5
Courant-Fischer

Satz von, 19

Dichtheit, 73, 75

Divide and Conquer, 24

diinn besetzte Matrizen, — schwach besetzte
Matrizen

Eigenvektor, 1
adjungiert, 3
Eigenwert, 1

Fill-in, 27

Gaufl-Seidel-Verfahren, 32
Gaufl-Newton-Verfahren, 60
Givens-Rotation, 22, 26
GMRES-Verfahren, 45
Gradientenverfahren, 34, 52
vorkonditioniert, 52
Gram-Schmidt-Verfahren, 18, 42, 79

Hessenberg-Matrix, 16
Hilbertraum, 78
Householder-Matrix, 9, 25

Innere-Punkte-Verfahren, 70
inverse power iteration, 7
inverse Vektoriteration, 7

86

Jacobi-Iteration, 22
Jacobi-Verfahren, 32

KKT-Bedingungen, 65, 68, 69
Kondition

des Eigenwertproblems, 1
Krylovraum, 36

Lagrange-Multiplikator, 64
Lanczos-Verfahren, 18
mit Priakonditionierer, 49
unvollsténdig, 20
Lebesgue-Konstante, 74

Minimierungsproblem, 51
mit Gleichungsnebenbedingungen, 64
mit Ungleichungsnebenbedingungen, 67
unbeschrankt, 51

MINRES-Verfahren, 50

Newton-Verfahren, 53, 59
mit Pfadverfolgung, 61
normale Matrix, 4

Polynominterpolation, 72, 77
mehrdimensional, 81
power iteration, 5
inverse, 7
Projektion, 73

QR-Algorithmus, 9, 11
mit Shift, 15

Rayleigh’scher Quotient, 6
Relaxation, 33
Richardson-Iteration, 30

schwach besetzte Matrizen, 16
Shift-Strategien, 15
Singuldrwertzerlegung, 24
Sobolev-Norm, 75



INDEX

SQP-Verfahren
mit BFGS-Update und Liniensuche, 58
mit Liniensuche, 52
mit Trust-Region, 59

Tridiagonalmatrix, 9
Tschebyscheff Semi-Iteration, 40
Tschebyscheff-Polynom, 38

Vektoriteration, 5
inverse, 7

von Mises-Iteration, 5

Vorkonditionierer, 30

87



	Vorwort
	Eigenwerte und Eigenvektoren
	Kondition des Eigenwertproblems
	Vektoriteration
	Der QR-Algorithmus
	Algorithmen für schwach besetzte Matrizen: Arnoldi und Lanczos
	Das unvollständige Lanczos-Verfahren
	Weitere Verfahren für symmetrische Matrizen
	Singulärwertzerlegung

	Iterative Verfahren für lineare Gleichungssysteme
	Grundidee
	Vorkonditionierung
	Klassische Vorkonditionierer
	Relaxation
	Das vorkonditionierte Gradientenverfahren
	Krylovräume
	Tschebyscheff Semi-Iteration
	Das CG-Verfahren
	Das GMRES-Verfahren

	Kontinuierliche Optimierung
	Unbeschränkte nichtlineare Optimierung
	Das SQP-Verfahren
	Das BFGS-Verfahren

	Globalisierung des Newton-Verfahrens
	Beschränkte Optimierung

	Approximation von Funktionen
	Bestapproximation
	Projektionen
	Dichtheitsresultate
	Bestapproximationen in Hilberträumen
	Mehrdimensionale stückweise polynomiale Interpolation

	Literaturverzeichnis
	Index

