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Vorwort

Dieses Skript ist im Rahmen einer gleichnamigen Vorlesung entstanden, die ich im Som-
mersemester 2002 an der Fakultdt fiir Angewandte Naturwissenschaften der Universitét
Bayreuth gehalten habe. Das Skript gibt einen Uberblick iiber Verfahren und Methoden
der numerischen Mathematik, wobei versucht wurde, den Schwerpunkt auf das Verstindnis
der Funktionsweise von Algorithmen und Verfahren zu legen, ohne dabei die zugrundelie-
gende Mathematik zu vernachlissigen. Besonderen Wert wurde dabei auf die Erlduterung
der Einsatzmoglichkeiten der einzelnen Verfahren gelegt. Dies betrifft auch die Ubungs-
aufgaben!, bei denen immer wieder auch Beispiele gewihlt wurden, die die Grenzen der
betrachteten Verfahren aufzeigen.

Dieser Text ist ein Vorlesungsskript und soll in erster Linie dazu dienen, den in der Vor-
lesung behandelten Stoff in kompakter schriftlicher Form fiir die Teilnehmerinnen und
Teilnehmer der Vorlesung zusammen zu fassen. Insbesondere soll dieses Skript keinen Er-
satz fiir ein Lehrbuch der Numerischen Mathematik darstellen. Beim Schreiben einzelner
Passagen haben mir das Lehrbuch [5], die (lehrbuchartigen) Skripten [3, 4], das Skript [2]
sowie fiir Kapitel 5 das Lehrbuch [1] sehr gute Dienste erwiesen.

Ich méchte mich an dieser Stelle bei allen Teilnehmerinnen und Teilnehmern dieser Vorle-
sung bedanken, die mir mit ihren Anregungen und kritischen Nachfragen geholfen haben,
eine Reihe von — zum Teil auch schwer zu entdeckenden — Fehlern bereits wéhrend der
Entstehung des Skriptes zu korrigieren und zur Verbesserung des Textes beigetragen haben.

Bayreuth, Juli 2002 LARsS GRUNE

Yim WWW erhiltlich unter http://www.uni-bayreuth.de/departments/math/~lgruene/ unter dem
Link Teaching
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Kapitel 1

Lineare (zleichungssysteme

Algorithmen zur Losung linearer Gleichungssysteme bilden die Basis fiir viele Anwendun-
gen der Numerik und stehen daher traditionell am Anfang vieler Numerik Vorlesungen.
Ausfiihrlich aufgeschrieben besteht das Problem darin, Zahlen z1,...,z, € R zu bestim-
men, fiir die das Gleichungssystem

a11r7 + aisre + ... + aiaxn, = b

(1.1)

an1T1 + ap2rs + ... + apnTn, = b,

erfiillt ist. Die ausfiihrliche Schreibweise in (1.1) ist etwas unhandlich, weswegen wir lineare
Gleichungsysteme iiblicherweise in Matrix—Form schreiben werden, ndmlich als

Az =b, (1.2)

ai1 @12 ... Qin T by
A= : : : , T = : und b= N (1.3)

anl Gn2 ... Gpn Tn, by,
Diese Schreibweise hat nicht nur den Vorteil, dass man — wenn man die Konvention (1.3)
einmal kennt — ein Gleichungssystem viel kiirzer aufschreiben kann, es wird sich auch

zeigen, dass gewisse Eigenschaften der Matrix A entscheiden, was fiir ein Verfahren zur
Losung von (1.2) sinnvollerweise eingesetzt werden kann.

Einige kurze Bemerkungen zur Notation: Wir werden Matrizen typischerweise mit grofien
Buchstaben bezeichnen (z.B. A) und Vektoren mit kleinen (z.B. b). Ihre Eintrige werden
wir mit indizierten Kleinbuchstaben bezeichnen, wie in (1.3). Mit einem hochgestellten , T
bezeichnen wir transponierte Matrizen und Vektoren, fiir A und z aus (1.3) also z.B.

a1 a1 ... QAanpi
T T
x=(T1,...,2,), A =

Ain A2n ... Gnpn

Da die Anzahl n der Gleichungen in (1.1) gleich der Anzahl der Unbekannten zi,...,z,
ist, ist A in (1.2) eine quadratische Matrix der Dimension n x n. Fiir quadratische Matrizen

1



2 KAPITEL 1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

ist aus der linearen Algebra bekannt, dass genau dann eine eindeutige Losung von (1.2)
existiert, wenn die Matrix invertierbar ist. Wir werden in diesem Kapitel immer annehmen,
dass dies der Fall ist.

Tatsdchlich kommt es eher selten vor, dass eine natur— oder ingenieurwissenschaftliche An-
wendung direkt auf die Losung eines linearen Gleichunssystems fiihrt. Um zu zeigen, dass
das Problem trotzdem wichtig ist, wollen wir zu Beginn dieses Kapitels kurz einige Algo-
rithmen aus der Numerik betrachten, die auf die Losung eines linearen Gleichungssystems
fiithren.

1.1 Anwendungen linearer Gleichungssysteme

1.1.1 Ausgleichsrechnung

Das erste unserer Anwendungsbeispiele ist fiir viele praktische Zwecke besonders wichtig,
weswegen wir es etwas genauer untersuchen wollen.

Nehmen wir an, wir haben ein Experiment durchgefiihrt, bei dem wir fiir verschiedene
Eingabewerte t1, to, . . ., tx Messwerte my, mo, . .., mg erhalten. Aufgrund von theoretischen
Uberlegungen (z.B. aufgrund eines zugrundeliegendes physikalisches Gesetzes), kennt man
eine Funktion f(t), firr die f(¢;) = m; gelten sollte. Diese Funktion wiederum héngt aber
nun von unbekannten Parametern 1, . . ., x,, ab; wir schreiben f(¢; x) fiir x = (21,...,2,)7,

um dies zu betonen. Z.B. kénnte f(¢; x) durch
f(t;x) =21 + 2ot oder f(t;x) =21 + zot + xst?

gegeben sein. Im ersten Fall beschreibt die gesuchte Funktion eine Gerade, im zweiten
eine (verallgemeinerte) Parabel. Wenn wir annehmen, dass die Funktion f das Experiment
wirklich exakt beschreibt und keine Messfehler vorliegen, so kénnten wir die Parameter x;
durch Losen des (im Allgemeinen nichtlinearen) Gleichungssystems

flt;2) = my
: (1.4)
fltesz) = my

nach x bestimmen. In vielen praktischen Féllen ist dieses Gleichungssystem linear, so z.B.
in den zwei obigen Beispielen, in denen sich (1.4) zu Az = m mit

1 # 1 # t% mq
A= + : bzw. A= o und m =
1 1 t% mi

ergibt. Diese linearen Gleichungssysteme haben k Gleichungen (eine fiir jedes Wertepaar
(t;, m;)) und n Unbekannte (ndmlich gerade die unbekannten Parameter x;), wobei k iibli-
cherweise sehr viel grofler als n ist. Man sagt, dass das Gleichungsystem uberbestimmt ist.
Da Messwerte eines Versuchs praktisch immer mit Fehlern behaftet sind, ist es sicherlich zu
optimistisch, anzunehmen, dass das Gleichungssystem Az = m losbar ist (itberbestimmte
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Gleichungssysteme haben oft keine Losung!). Statt also den (vermutlich vergeblichen) Ver-
such zu machen, eine exakte Lésung z dieses Systems zu finden, wollen wir probieren, eine
moglichst gute Ndherungslésung zu finden, d.h., wenn Az = m nicht 18sbar ist wollen wir
zumindest ein x finden, so dass Az moglichst nahe bei m liegt. Dazu miissen wir ein Kri-
terium fiir ,,mdglichst nahe“ wihlen, das sowohl sinnvoll ist als auch eine einfache Lésung
zuldsst. Hier bietet sich das sogenannte Ausgleichsproblem (auch Methode der kleinsten
Quadrate genannt) an:

Finde z = (z1,...,2,)7, so dass () := ||m — Az||?> minimal wird.

Hierbei bezeichnet ||y|| die euklidische Norm eines Vektors y € R", also

Um die Funktion ¢ zu minimieren, berechnet man den Gradienten V¢ und setzt diesen
gleich Null. Da man nachrechnen kann, dass die zweite Ableitung positiv definit ist, ist jede
Nullstelle des Gradienten V¢ ein Minimum von ¢. Mit etwas Rechnung erhilt man aus
diesen Uberlegungen, dass ein Vektor = die Funktion ¢ genau dann minimiert, wenn die
sogennanten Normalengleichungen AT Az = ATm erfiillt ist. Das Ausgleichsproblem wird
also wie folgt gelost:

l6se Az =b mit A= ATA und b= ATm.

Das zunéchst recht kompliziert scheinende Minimierungsproblem fiir ¢ wird also auf die
Losung eines linearen Gleichungssystems zuriickgefiihrt.

1.1.2 Diskrete L, Approximation

Auch bei diesem Problem geht es darum, Parameter einer Funktion zu bestimmen, um eine
moglichst gute Approximation zu erhalten. Wahrend wir beim Ausgleichsproblem aber den
Abstand zwischen den Funktionswerten f(t;) und den Messwerten m; klein halten wollten,
geht es nun darum, Parameter so zu wéhlen, dass das Integral einer Funktion mdoglichst gut
approximiert wird. Sei dazu z : [¢,d] — R eine integrierbare Funktion auf einem Intervall
[c,d]. Fiir vorgegebene integrierbare Funktionen vy, ...,v, : [¢,d] — R wollen wir einen
Parametervektor z = (z1,...,7,)] € R" bestimmen, so dass das Integral

d n
pla) = [ 1o(0) = 3wt

minimal wird.

Wiederum berechnet man hier den Gradienten V¢ und leitet so geeignete Normalenglei-
chungen her, die auch hier auf ein lineares Gleichungssystem Ax = b fithren, wobei die
Eintrége a;; von A und b; von b gegeben sind durch

ai; = / Cos(uH)dt wnd b= / ().
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1.1.3 Randwertaufgaben gewohnlicher Differentialgleichungen

Differentialgleichungen sind Gleichungen, bei denen eine unbekannte differenzierbare Funk-
tion dadurch charakterisiert ist, dass ihre Werte mit ihren Ableitungen in Beziehung gesetzt
ist. Wir werden diese spéter in der Vorlesung genauer betrachten, wollen hier aber kurz ein
spezielles Problem skizzieren, das wiederum auf ein lineares Gleichungssystem fiihrt.

Gegeben sei ein Intervall [c, d], reelle Zahlen vy, y; und eine stetige Funktion g : [c,d] — R.
Gesucht ist eine differenzierbare Funktion y : [¢,d] — R, welche die Gleichungen

y') +y' () +yt) = g(t)
y(C) = Y
y(d) = yd

erfiillt. Zur Losung des Problems kann man die konsistente Differenzenapproximation ver-
wenden. Hierbei zerlegt man das Intervall [c, d] in gleichlange Teilintervalle

C:t0<t1<...<t]\[:d

mit ¢; —t;—1 = h :=(d—c¢)/N fir ein N € N, also t; = ¢+ i(d — ¢)/N, und ersetzt die
Ableitungen ¢’ und y” an den Punkten ¢; durch Differenzenquotienten

Y (1) ~ y(ti+1)2_hy(ti—1)’ V' (t) ~ y(tit1) — th(Zti) +y(ti_1)'

Mit der Schreibweise n; = y(t;) und g; = g(t;) erhalten wir damit aus den obigen Gleichun-
gen fiir die inneren Gitterpunkte die Differenzengleichungen
Nit1 — 20 +Mim1 | Mig1 — Ni—1

h2 + 2h + 1 = gi, izla"'aN_l

und fiir die Randpunkte die Gleichungen

M0 = Yey TN = Yd

aus den Randbedingungen. Insgesamt erhalten wir so das lineare Gleichungssystem

Apn=>
mit
1
Bk R+l htd e
g1
Ah: '.' '.' '-' und b:
gN-1
Bk A+ htd u
1

Die Eintrdge 7o, ..., 7, von n liefern dann eine Approximation der Funktionswerte y(ty),

ceay y(tN).
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1.1.4 Weitere Anwendungen

Es gibt viele weitere Anwendungen in der Numerik, die auf die Losung eines linearen
Gleichungssystems fiithren. Die meisten davon gehen iiber den Rahmen dieser Vorlesung
hinaus. Mindestens zwei weitere Anwendungen werden uns aber im weiteren Verlauf dieser
Vorlesung noch begegnen, ndmlich zum einen die Losung nichtlinearer Gleichungssysteme
mit dem Newton—Verfahren, bei dem eine Folge linearer Gleichungssysteme gel6st werden
muss, und zum anderen die Interpolation von Kurven mittels Splines.

1.2 Das Gauf’sche Eliminationsverfahren

Wir werden nun ein erstes Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme kennen lernen.
Das Gauf’sche Eliminationsverfahren ist ein sehr anschauliches Verfahren, das zudem recht
leicht implementiert werden kann. Es beruht auf der einfachen Tatsache, dass ein lineares
Gleichungssystem Az = b leicht losbar ist, falls die Matrix A in oberer Dreiecksform

vorliegt, d.h.,

a1 aig ... QAain

0 a2 ... Qa9n
A:

0 ... 0 apn

In diesem Fall kann man Az = b leicht mittels der rekursiven Vorschrift

bn b1 — Gn—1nTn o b1 —a1272 — ... — a1pTn
Ty = y Tpn—1 = yeeey L1 =
Qnn ap—1n-1 ari

oder, kompakt geschrieben,

n
bi— Z aijxj
g = . di=non—1,...1 (1.5)
Qi

mit der Konvention > . a;;z; = 0) 16sen. Dieses Verfahren wird als Riickwdrtseinset-
j=n+1“1J%J
zen bezeichnet.

Die Idee des Gauf’schen Eliminationsverfahrens liegt nun darin, das Gleichungssystem
Az = b in ein Gleichungssystem Ax = b umzuformen, so dass die Matrix A in oberer
Dreiecksform vorliegt. Wir wollen dieses Verfahren zunéchst an einem Beispiel veranschau-
lichen.

Beispiel 1.1 Gegeben sei das lineare Gleichungssystem (1.2) mit

1 5 6 29
A= 7 9 6 und b= 43
2 3 4 20
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Um die Matrix A auf obere Dreiecksgestalt zu bringen, miissen wir die drei Eintrdge 7, 2
und 3 unterhalb der Diagonalen auf 0 bringen (,eliminieren“). Wir beginnen mit der 2.
Hierzu subtrahieren wir 2—mal die erste Zeile von der letzten und erhalten so

1 5 6
A= 7 9 6
0 -7 =8

Das Gleiche machen wir mit dem Vektor b. Dies liefert

29
b1z = 43
—38

Nun fahren wir fort mit der 7: Wir subtrahieren 7-mal die erste Zeile von der zweiten,
sowohl in A; als auch in by, und erhalten

1 ) 6 29
A= 0 —26 —36 und b2 = | —160
0 -7 -8 —38

Im dritten Schritt ,,eliminieren” wir die —7, die jetzt an der Stelle der 3 steht, indem wir
7/26-mal die zweite Zeile von der dritten subtrahieren:

1 5 6 29

Az=| 0 —26 —36 | und b3= | —160
o o 2 %

13 13

Hiermit sind wir fertig und setzen A = A und b = bs. Riickwiirtseinsetzen geméf (1.5)
liefert dann

66

= —160 — 3 - (—36 20—-2-5—-3-6
.283:%—%:3, To = 26( ):2undx1: 1 =1.

2 _

Wir formulieren den Algorithmus nun fiir allgemeine quadratische Matrizen A.

Algorithmus 1.2 (Gauf3—Elimination)
Gegeben sei eine Matrix A € R™*" und ein Vektor b € R".

(0) Setze i =n und j = 1 (Zeilen— und Spaltenindex des zu eliminierenden Eintrags)

(1) Subtrahiere a;;/a; j—mal die j—te Zeile von der i-ten Zeile:

Setze o := a;j/a; j und berechne

a;i = ajp —aaj firk=1,...,n, b;:=b; —ab;

(2) Falls ¢ > j + 2 ist, setze ¢ := ¢ — 1 und fahre fort bei (1), sonst:
Falls j <n — 2 ist, setze j := j + 1 und ¢ := n und fahre fort bei (1), sonst:
Ende des Algorithmus
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Leider kann es passieren, dass dieser Algorithmus zu keinem Ergebnis fiihrt, obwohl das
Gleichungssystem lgsbar ist. Der Grund dafiir liegt in Schritt (1), in dem durch das Dia-
gonalelement a; ; geteilt wird. Hierbei wurde stillschweigend angenommen, dass dieses un-
gleich Null ist, was aber im Allgemeinen nicht der Fall sein muss. Gliicklicherweise gibt es
eine Moglichkeit, dieses zu beheben:

Nehmen wir an, dass wir Schritt (1) fiir gegebene Indizes ¢ und j ausfithren méchten und
aj; = 0 ist. Nun gibt es zwei Moglichkeiten: Im ersten Fall ist a;; = 0. In diesem Fall
brauchen wir nichts zu tun, da das Element a;;, das auf 0 gebracht werden soll, bereits
gleich 0 ist. Im zweiten Fall gilt a;; # 0. In diesem Fall kénnen wir die i—te und j-te Zeile
der Matrix A sowie die entsprechenden Eintrdge im Vektor b vertauschen, wodurch wir
a;j; # 0 erreichen und mit dem Algorithmus fortfahren kénnen. Dieses Verfahren nennt
man Pivotierung und der folgende Algorithmus bringt nun tatséchlich jedes lineare Glei-
chungssystem in Dreiecksform.

Algorithmus 1.3 (GauB3—Elimination mit Pivotierung)
Gegeben sei eine Matrix A € R™ "™ und ein Vektor b € R".

(0) Setze i =n und j = 1 (Zeilen— und Spaltenindex des zu eliminierenden Eintrags)

(1a) Falls a;; = 0 gehe zu (2), sonst:
Falls a; ; = 0 vertausche a;; und a;, fiir £ = 1,...,n sowie b; und b;

(1b) Subtrahiere a;;/a;;—mal die j-te Zeile von der i-ten Zeile:

Setze a := a;/a;; und berechne

a;ip = ajr —aaji firk=1,...,n, b;:=b; —ab;

(2) Falls ¢ > j + 2 ist, setze i := ¢ — 1 und fahre fort bei (1b), sonst:
Falls j <n — 2 ist, setze j := j + 1 und ¢ := n und fahre fort bei (1a), sonst:
Ende des Algorithmus

Das Element a;;, das in Schritt (1la) mit a;; getauscht wird, nennt man Pivotelement.
Tatséchlich kann es sinnvoll sein, hierfiir nicht das ,,aktuelle“ Element a;; zu verwenden,
sondern ein anderes Element ay, ; # 0, wodurch man u.U. ein besseres Verhalten des Algo-
rithmus’ erhalten kann, siehe auch Abschnitt 1.4 weiter unten.

1.3 Das Choleski Verfahren

Im Gauf3—Verfahren haben wir die Matrix A auf obere Dreiecksform gebracht und zugleich
alle dafiir notwendigen Operationen auch auf den Vektor b angewendet. Es gibt eine alter-
native Moglichkeit, lineare Gleichungssysteme zu 16sen, bei denen der Vektor b unverdndert
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bleibt. Hierzu wird die Matrix A in ein Produkt von zwei Matrizen L und R zerlegt, also
A = LR, wobei R in oberer Dreiecksform und L in unterer Dreiecksform

l11 0 0

L =
[ TP A O T {
lni lno lon

vorliegt. Man kann sich leicht iiberlegen, dass L genau dann in unterer Dreiecksform ist,
wenn LT in oberer Dreiecksform ist. Die Zerlegung A = LR wird als LR-Zerlegung be-
zeichnet.

Um Az = b zu 16sen, kann man dann LRz = b wie folgt in zwei Schritten 16sen: Zunéchst
16st man das Gleichungssystem Ly = b. Dies kann, ganz analog zum Riickwértseinsetzen
(1.5) durch Vorwdrtseinsetzen geschehen:

i—1
bi— Y lijy
yi=—2  i=12...n (1.6)
Lii
Im zweiten Schritt 16st man dann durch Riickwértseinsetzen das Gleichungssystem Rx = y.
Dann gilt
Ax = LRx = Ly = b,

womit das gewiinschte System Az = b geldst ist.

Tatséchlich lasst sich das Gaufy’sche Eliminationsverfahren so abindern, dass damit ei-
ne LR—Zerlegung einer invertierbaren Matrix moglich ist — zumindest im Prinzip: Die
Zeilenvertauschungen bei der Pivotierung machen dabei technische Probleme auf die wir
hier nicht néher eingehen kénnen. Wir wollen hier ein anderes Verfahren zur LR—Zerlegung
betrachten, das Choleski—Verfahren. Dieses funktioniert allerdings nicht fiir allgemeine Ma-
trizen, sondern fiir symmetrische, positiv definite Matrizen.

Definition 1.4 (i) Eine Matrix A € R™ " heiflt symmetrisch, falls AT = A ist.
(ii) Eine Matrix A € R™" heifit positiv definit, falls (x, Az) > 0 ist fir alle Vektoren
r € R" mit z # (0 ... 0)7T.

Hierbei bezeichnet (z, y) das Standard-Skalarprodukt im R™, d.h., fiir Vektoren z, y € R"
ist

n
(@, y) =aly =) .
i=1
O

Diese Bedingung ist natiirlich recht einschrinkend; trotzdem ist sie in vielen Anwendungen
erfiillt. So fiihrt z.B. das Ausgleichsproblem i.A. auf ein Gleichungssystem mit symmetri-
scher und positiv definiter Matrix A.

Fiir solche Matrizen kann man zeigen, dass immer eine LR-Zerlegung existiert, bei der
zusitzlich die Gleichung R = L7 gilt. Es geniigt also, die untere Dreiecksmatrix L zu
berechnen. Dies macht der folgende Algorithmus.
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Algorithmus 1.5 (Choleski—Verfahren) Gegeben sei eine Matrix A € R"*".

(0) Setze i =1 und j = 1 (Zeilen— und Spaltenindex des aktuellen Eintrags l;; von L)

(1) (a) Fallsi > j setze

J—1
aij— Y likljk
k=1

ljj

(b) Falls i = j setze

(c) Fallsi < j setze

(2) Falls i <n —1 ist, setze i := i + 1 und fahre fort bei (1), sonst:
Falls j <n —1 ist, setze j :=j + 1 und ¢ := 1 und fahre fort bei (1), sonst:
Ende des Algorithmus

Leider ist dieser Algorithmus nicht so anschaulich wie die Gaufi—Elimination. Um zu
erliutern, warum dieser Algorithmus funktioniert, schreiben wir die Gleichung A = LLT
explizit auf und versuchen, nach L aufzulésen. Dies ist jedoch direkt fiir beliebige Dimen-
sionen sehr uniibersichtlich, weswegen wir per Induktion {iber die Dimension der Matrix A
vorgehen. Wir betrachten zundchst 2 x 2 Matrizen. Hier ergibt sich

ar1 ai2 \ [ i1 O i1 lar ) 12 l11l22
- - s ) )
az1 a2 lo1 lao 0 oo la1lin 157+ 15,

Daraus erhalten wir

i1 = Vai

la1 = a21/li1

;

_ 2
log = azo — U5,

was genau den Berechnungen im Algorithmus 1.5 fiir ¢ = 1,2 und j = 1, 2 entspricht. Fiir
grofere Matrizen funktioniert die Rechnung im Prinzip auf die gleiche Art und Weise. Fiir
i =2,...,n schreiben wir

a1l ... Q15
A =
a1 ... Qi
Falls A symmetrisch und positiv definit ist, so hat auch jede der Matrizen A;, 1 =2,...,n

diese Eigenschaft. Fiir ¢« = 2 haben wir gesehen, wie wir aus (1.7) die zu A, gehérige untere
Dreiecksmatrix Ly berechnen; es ergeben sich gerade die Gleichungen aus Algorithmus 1.5.
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Fiir groflere ¢ konnen wir per Induktion vorgehen: Wir berechnen L; unter der Vorausset-
zung, dass wir L;_; bereits kennen. Dazu zerlegen wir die symmetrische ¢ x ¢ Matrix A;

mittels
A1 a;
hm (A 8)
’ ( aiT Qi

in die (4 — 1) x (i — 1) Matrix 4;_1, den i — 1-dimensionalen Vektor a; = (a;1 ...a;;_1)7
sowie die reelle Zahl a;;. Da wir annehmen, dass wir L; 1 mit Li_lL;fp_l = A;_1 kennen,
konnen wir die untere Dreiecksmatrix L; analog zu A; als

Ly 0
Lz_( A l)

mit I; = (I;1 ...l;;_1)7 schreiben, und erhalten aus LiL;fF = A; die Gleichung

( A1 @ ) _ ( Li1 O ) ( LY, i ) _ ( Lia LT Ll ) (1.8)
ai  ai; ) Il 0 L) \ (Lial)"T T+ ) '
Bestimmt man nun die Eintrige im Vektor I; durch Vorwirtseinsetzen aus dem Glei-
chungssystem L;_1l; = a;, so erhilt man gerade die entsprechenden Gleichungen fiir li 5,
j=1,...,i—1 aus Algorithmus 1.5. Lost man dann noch die Gleichung l?l_z + l?i = a;4,
so ergibt sich gerade die Gleichung fiir 7 = ¢ in Algorithmus 1.5. Indem wir also die obige

Rechnung zunéchst fiir ¢ = 2 mittels (1.7) und dann sukzessive fiir i« = 3,...,n mittels
(1.8) durchfiihren, erhalten wir gerade den Choleski Algorithmus.

1.4 Fehlerabschitzungen

Computer kénnen nicht alle (unendlich vielen) reellen Zahlen darstellen, deswegen werden
alle Zahlen intern gerundet, damit sie in die endliche Menge der maschinendarstellbaren
Zahlen passen. Hierdurch entstehen Rundungsfehler. Selbst wenn sowohl die Eingabewerte
als auch das Ergebnis eines Algorithmus maschinendarstellbare Zahlen sind, kénnen solche
Fehler auftreten, denn auch die (mdoglicherweise nicht darstellbaren) Zwischenergebnisse
eines Algorithmus werden gerundet. Aufgrund von solchen Rundungsfehlern aber auch
wegen Eingabe— bzw. Messfehlern in den vorliegenden Daten, wird durch einen Algorithmus
iiblicherweise nicht die Losung x des linearen Gleichungssystems

Ax = b,
sondern die Losung Z eines , benachbarten® oder ,,gestérten” Gleichungssystems
Az =b+ Ab

berechnet. Der Vektor Ab heifit das Residuum oder der Defekt der Ndherungslosung z. Den
Vektor Ax = Z—x nennen wir den Fehler der Niherungslosung 2. Das Ziel dieses Abschnit-
tes ist es, aus der GroBe des Residuum ||Ab|| auf die Grofle des Fehlers ||Az|| zu schlieBen.
Insbesondere wollen wir untersuchen, wie sensibel die Grofie ||Az| von ||Ab|| abhingt, d.h.
ob kleine Residuen ||Ab|| grofe Fehler ||Ax| hervorrufen kénnen. Diese Analyse ist un-
abhingig von dem verwendeten Losungsverfahren, da wir hier nur das Gleichungssystem
selbst und kein explizites Verfahren betrachten.
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Um diese Analyse durchzufithren brauchen wir das Konzept der Matriznorm. Man kann
Matrixnormen ganz allgemein definieren; fiir unsere Zwecke ist aber der Begriff der in-
duzierten Matriznorm ausreichend. Wir erinnern zunichst daran, dass es fiir Vektoren
z € R" viele gebrduchliche Normen gibt. In dieser Vorlesung verwenden wir iiblicherweise
die euklidische Norm oder 2-Norm

welche wir meistens einfach mit ||z|| bezeichnen. Weitere Normen sind die 1-Norm

n
Izl =l
i=1

und die Mazimums— oder co—Norm
7] = max |zl.
i=1,...,n

Fiir alle Normen im R” kann man eine zugehdorige induzierte Matriznorm definieren.

Definition 1.6 Sei R™*" die Menge der n x n—-Matrizen und sei || - ||, eine Vektornorm im

R™. Dann definieren wir fiir A € R™™" die zu || - ||, gehorige induzierte Matriznorm || Al|,
als
Allp = max [ Az
[lzllp=1
o

Da im Allgemeinen keine Verwechslungsgefahr besteht, bezeichnen wir die Vektornormen
und die von ihnen induzierten Matrixnormen mit dem gleichen Symbol.

Man kann nachrechnen, dass die zu den obigen Vektornormen gehorigen induzierten Ma-
trixnormen gegeben sind durch

[AllL = maxj—y,.. > i laijl (Spaltensummennorm)
|Alloc = maxj—i_.n Z?Zl la; | (Zeilensummennorm)
[All2 = +/p(ATA) (Spektralnorm),

wobei p(B) den maximalen Eigenwert einer symmetrischen Matrix B bezeichnet. Basierend
auf einer Matrixnorm konnen wir die Kondition einer invertierbaren Matrix definieren.

Definition 1.7 Fiir eine gegebene Matrixnorm ||- ||, ist die Kondition einer invertierbaren
Matrix A (bzgl. || - ||p) definiert durch

condy(A) = || Al|[|A™ .
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Wenn wir das Verhéltnis zwischen dem Fehler Az und dem Residuum Ab betrachten,
kénnen wir entweder die absoluten Grofien dieser Werte, also || Az||, und | Ab||, betrachten,
oder, was oft sinnvoller ist, die relativen Griflen ||Ax||, /|||, und ||Abl|,/||b|/p. Der folgende
Satz zeigt, wie man den Fehler durch das Residuum anschétzen kann.

Satz 1.8 Sei | - ||, eine Vektornorm mit zugehériger (und gleich bezeichneter) induzierter
Matrixnorm. Sei A € R™ " eine gegebene invertierbare Matrix und b, Ab € R™ gegebene
Vektoren. Seien x, £ € R™ die Losungen der linearen Gleichungssysteme

Arx=b und AZ =0b-+ Ab.

Dann gelten fiir den Fehler Ax = £ — = die Abschitzungen

1Az, < AT Ipll AbII, (1.9)
und A A
b
H x”p S Condp(A) H Hp (110)
[P 16115

Beweis: Seien C' € R™™ und y € R" eine beliebige Matrix und ein beliebiger Vektor.
Dann gilt

Y
191l

Iyl = Hc

1yl < max [|Czllpllyll, = [ICllplyll- (1.11)

p llzllp=1

Schreiben wir £ = x + Az, und ziehen die Gleichung
Ax =10

von der Gleichung
Alx + Az) =b+ Ab

ab, so erhalten wir
AAz = Ab.

Weil A invertierbar ist, kénnen wir die Gleichung auf beiden Seiten von links mit A~!
multiplizieren und erhalten so
Az = A7'Ab.

Daraus folgt
1AzZ[l, = [[ATAbl, < [|ATH,]1Ab]l,,

wobei wir (1.11) mit C' = A~! und y = Ab benutzt haben. Dies zeigt (1.9). Aus (1.11) mit
C = A und y = z folgt
16llp = 1 Azllp < [|Allp 1]l

und damit
L _ Al
zll, = ol
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Wenn wir erst diese Ungleichung und dann (1.9) anwenden, erhalten wir

1Azl _ [AllpllAslly _ Al A~ p[1A0], |A]|p
el = lloll, T 18115 18115

also (1.10). D

= cond,(A)

Fiir Matrizen, deren Kondition cond,(A) grof ist, kénnen sich kleine Fehler im Vektor b
(bzw. Rundungsfehler im Verfahren) zu grofien Fehlern im Ergebnis x verstidrken. Man
spricht in diesem Fall von schlecht konditionierten Matrizen.

Ein wichtiges Kriterium beim Entwurf eines Losungsverfahrens ist es, dass das Verfah-
ren auch fiir schlecht konditionierte Matrizen noch zuverléssig funktioniert. Beim Gauf3—
Verfahren kann z.B. die Auswahl der Pivot—Elemente so gestaltet werden, dass sich schlech-
te Konditionierung weniger stark auswirkt. Eine andere Strategie ist die sogannante Prd-
konditionierung, bei der eine Matrix P € R™*" gesucht wird, fiir die die Kondition von PA
kleiner als die von A ist, so dass dann das besser konditionierte Problem PAx = Pb gelost
werden kann.

1.5 Aufwandsabschitzungen

Ein wichtiger Aspekt bei der Analyse numerischer Verfahren ist es zu untersuchen, wie lan-
ge diese Verfahren in der Regel ben6tigen, um zu dem gewiinschten Ergebnis zu kommen.
Da dies natiirlich entscheidend von der Leistungsfihigkeit des verwendeten Computers
abhingt, schitzt man nicht direkt die Zeit ab, sondern die Anzahl der Rechenoperatio-
nen, die ein Algorithmus benétigt. Da hierbei die Gleitkommaoperationen, also Addition,
Multiplikation etc. von reellen Zahlen, die mit Abstand zeitintensivsten Operationen sind,
beschrankt man sich in der Analyse {iblicherweise auf diese.

Die Verfahren, die wir bisher betrachtet haben, liefern nach endlich vielen Schritten ein
Ergebnis, wobei die Anzahl der Operationen von der Dimension n der Matrix abhéngt. Zur
Aufwandsabschitzung geniigt es also, die Anzahl der Gleitkommaoperationen (in Abhéngig-
keit von n) ,abzuzdhlen“. Wie man dies am geschicktesten macht, hingt dabei von der
Struktur des Algorithmus ab. Zudem muss man einige Rechenregeln aus der elementaren
Analysis ausnutzen, um zu schonen Ausdriicken zu kommen. Speziell bendtigen wir hier
die Gleichungen

1 " 1 1 1
zi—w und 2i2—§n3+§n2+6n.
1= 1=

Wir beginnen mit dem Riickwértseinsetzen, und betrachten zunichst die Multiplika-
tionen und Divisionen: Fiir ¢ = n muss eine Division durchgefiithrt werden, fiir i = n — 1
muss eine Multiplikation und eine Division durchgefiihrt werden, fiir ¢ = n — 2 miissen zwei
Multiplikationen und eine Division durchgefiihrt werden, usw. So ergibt sich die Anzahl
dieser Operationen als

n2

n
) n+1)n n
1+2+3+---+n—21—%—?+5.
=1
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Fiir die Anzahl der Additionen (bzw. Subtraktionen, was aber rechnerintern das selbe ist)
zdhlt man ab

. n(n—=1) n® n
O+1+2+--- —1= " 2 2
+1424---+n Zz 5 5 5
=1
Insgesamt kommt man also auf
n?on. nt n_ oo
2 2 2 2

Gleitkommaoperationen. Da das Vorwértseinsetzen vollig analog funktioniert, gilt dafiir
die gleiche Abschitzung.

Bei der Gauf3—Elimination gehen wir spaltenweise vor und betrachten die Elemente, die
fiir jedes j eliminiert werden miissen. Wir beriicksichtigen hierbei, dass in Schritt (1) nur
die Elemente a; mit k& > j berechnet werden miissen (die anderen sind und bleiben Null).
Also benétigt man fiir festes j gerade je n — (j — 1) + 1 Additionen, Multiplikationen und
Divisionen (die ,+1“ ergibt sich aus der Operation fiir b), d.h., 3(n+2—j) Operationen. In
der j—ten Spalte miissen dabei n—j Eintrége eliminiert werden, ndmlich fiir i =n,...,j+1
also ergeben sich fiir die j—te Spalte

(n—7)3(n+2—3j)=3n%+6n—3nj —3jn—6j + 352 =352 — 6(n+1)j + 60+ 3n>

Operationen. Dies muss fiir die Spalten j = 1,...,n — 1 durchgefiihrt werden, womit wir
auf
n—1
2 , 2
Z (35 = 6(n+1)j + 6n + 3n°)
j=1
n—1 n—1 n—1
= 3) 2 =6(n+1)) j+ Y (6n+3n%)
j=1 j=1 j=1
3 1 —1
= (n—13+ (= 12+ 5(n—=1)—6(n+ 1)% + (n —1)(6n + 3n?)
3 5
— 342,22
= n’+ 2n 2n

Operationen kommen.

Beim Choleski Verfahren kann man wieder direkt abzdhlen: Fiir jedes ¢ muss man fiir
j < i je j — 1 Multiplikationen und Additionen durchfiithren, dazu eine Division, also
insgesamt

Z_:(Q(j—l)—i—l)_QZ_:j—i—Z_:(—l)—i(i—l)—(i—l)_i2—2i+1

Operationen (beachte, dass diese Formel auch fiir ¢ = 1 stimmt). Fiir ¢ = j ergeben sich
i—1 Additionen und Multiplikationen (zum Quadrieren der [; ;) sowie einmal Wurzelziehen,
also 2(¢ — 1) + 1 Operationen. Insgesamt erhalten wir also fiir jedes @

22+ 1426 —1)+1=i* -2 +1+2 — 241 =142
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Operationen. Damit ergibt sich die Gesamtzahl der Operationen als

n
1 1 1
2 _ 1.3 1.2 21
;lz —3n —|—2n —|—6n.

Im Vergleich sind dies fiir grofe n nur ca. ein Drittel der Operationen des Gaufi—Verfahrens.

Zur vollstdndigen Lésung eines linearen Gleichungssystems miissen wir nun einfach
die Operationen der Teilalgorithmen aufaddieren.

Fiir den Gaufi—Algorithmus kommt man so auf

3 5 5 5
3,9 2 9 2_,3,°22_ 2
n+2n 2n+n n+2n 2n

Operationen und fiir das Choleski—Verfahren auf

Operationen.

Oft ist man nicht an der exakten Zahl der Operationen fiir ein gegebenes n interessiert,
sondern nur an einer Abschitzung fiir grofle Dimensionen, d.h., man mochte wissen, wie
schnell der Aufwand in Abhéngigkeit von n wichst. Man spricht dann von der Ordnung
eines Algorithmus. Fiir ein ¢ > 0 sagt man, dass ein Algorithmus die Ordnung O(n?)
hat, wenn es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass der Algorithmus fiir grole n weniger als
Cnf Operationen benétigt. Diese Zahl ¢ ist aus den obigen Aufwandsberechnungen leicht
abzulesen: Es ist gerade die hochste auftretende Potenz von n. Somit haben Vorwérts—
und Riickwirtseinsetzen die Ordnung O(n?), wihrend Gaufi— und Choleski-Verfahren die
Ordnung O(n?) besitzen.

1.6 Iterative Verfahren

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass die bisher betrachteten Verfahren die Ord-
nung O(n?) besitzen: Wenn sich also n verzehnfacht, so vertausendfacht sich die Anzahl
der Operationen und damit die Rechenzeit. Fiir grofle Gleichungssysteme mit mehreren
100000 Unbekannten, die in der Praxis durchaus auftreten, fithrt dies zu unakzeptabel
hohen Rechenzeiten.

Eine Klasse von Verfahren, die eine niedrigere Ordnung hat, sind die sogenannten iterativen
Verfahren. Allerdings zahlt man fiir den geringeren Aufwand einen Preis: Man kann bei
diesen Verfahren nicht mehr erwarten, eine (bis auf Rundungsfehler) exakte Losung zu
erhalten, sondern muss von vornherein eine gewisse Ungenauigkeit im Ergebnis in Kauf
nehmen.

Das Prinzip dieser Verfahren funktioniert wie folgt: Man zerlegt die Matrix A in eine
Differenz zweier Matrizen

A=M—N,
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wobei man annimmt, dass M leicht (d.h. mit sehr wenig Aufwand) zu invertieren ist. Dann
withlt man sich einen Startvektor (%) (z.B. den Nullvektor) und berechnet iterativ

20D = MIN2®D + M1, i=0,1,2,.... (1.12)

Wenn die Zerlegung geeignet gewdhlt wurde, kann man erwarten, dass sich die Vektoren
x; unter passenden Annahmen an A der gesuchten Lésung annéhern.

Beispiel 1.9 Wir illustrieren ein solches Verfahren an dem dreidimensionalen linearen
Gleichungssystem mit

15 3 4 33
A= 2 17 3 und b= 45
2 3 21 71

Als Zerlegung A = M — N wéhlen wir

15 0 0 0 3 4
M = 0 17 0 und N=—-{(2 0 3 |,
0 0 21 2 30

d.h. wir zerlegen A in ihren Diagonalanteil M und den Nicht-Diagonalanteil —N. Diago-
nalmatrizen sind sehr leicht zu invertieren: Man muss einfach jedes Element durch seinen

Kehrwert ersetzen, also
1/15 0 0

Damit erhalten wir

0 -1/5 —4/15 11/5
M?N=| —2/17 0 =3/17 | und M b= | 45/17
-2/21 —-1)7 0 71/21
Wir berechnen nun gemifl der Vorschrift (1.12) die Vektoren M, 29 wobei wir

(0 = (000)7 setzen. Es ergeben sich (jeweils auf vier Nachkommastellen gerundet)

2.2000 0.7690 1.0968 0.9735 1.0090
2.6471 |, 1.7916 |, 2.0637 |, 1.9795 |, 2.0064 |,
3.3810 2.7933 3.0518 2.9817 3.0055
0.9973 1.0009 0.9997 1.0001 1.0000
1.9980 |, 2.0006 |, 1.9998 1, 2.0001 |, 2.0000
2.9982 3.0005 2.9998 3.0001 3.0000

Je nach Wahl von M und N erhilt man verschiedene Verfahren. Hier wollen wir zwei
Verfahren genauer beschreiben und die Iteration (1.12) nicht mit Matrix—Multiplikationen
sondern ausfiihrlich fiir die Eintrage xy“) der Vektoren z(t1) aufschreiben, so dass die
Verfahren dann direkt implementierbar sind. Das erste Verfahren ist das, welches wir auch
im Beispiel 1.9 verwendet haben.
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Algorithmus 1.10 (Jacobi—Verfahren oder Gesamtschrittverfahren)
Wir wéhlen M als Diagonalmatrix

a1 0 0

M= 0 a9
0
0 0 ann

und N = M — A. Dann ergibt sich (1.12) zu

) 1 n )
xyﬂ):— bj—Zajkxg) , firj=1,...,n.
k=1

ajj =
k#j
O
Eine etwas andere Zerlegung fithrt zu dem folgenden Verfahren.
Algorithmus 1.11 (Gaufi—Seidel-Verfahren oder Einzelschrittverfahren)
Wir wéhlen M als untere Dreiecksmatrix
alq 0 0
M= | G a2
: 0
an1 -+ Adnn-1 QAnn
und N = M — A. Wenn wir (1.12) von links mit M multiplizieren ergibt sich
Mz = Ng(® 4 p,
Nun koénnen wir die Komponenten ac;”l) mittels Riickwértseinsetzen bestimmen und er-
halten so
1 = ‘
i+1 i+1 ; .
x§~z+ ) = P bj — Zajkx$+ ) Z ajkng) , furj=1,....n.
73 k=1 k=j+1
O

In beiden Algorithmen brauchen wir noch ein Abbruchkriterium, um zu entscheiden, wann
wir die Iteration stoppen. Hier gibt es mehrere Mo6glichkeiten; ein einfaches aber trotzdem
effizientes Kriterium ist es, sich ein € > 0 vorzugeben, und die Iteration dann abzubrechen,
wenn die Bedingung

20D — 20|, <& (1.13)

fiir eine vorgegebene Vektornorm || - ||, erfiillt ist. Haufig konvergiert das Gaufi—Seidel
Verfahren schneller als das Jacobi—Verfahren, d.h. die Bedingung (1.13) ist nach weniger
Schritten erfiillt; es gibt aber auch Beispiele, in denen es umgekehrt ist.



18 KAPITEL 1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Bei beiden Verfahren ist es moglich, dass die Iteration nicht konvergiert, d.h. dass die Folge
von Vektoren z() sich keinem Ergebnisvektor anndhert. Man kann beweisen, dass beide
Verfahren konvergieren, wenn die Matrix A invertierbar und strikt diagonaldominant ist,

d.h. wenn .
laiil > laij|
j=1
i
fir alle ¢ = 1,...,n erfillt ist. Fiir das Gauf3—Seidel Verfahren kann man dariiberhinaus

Konvergenz fiir symmetrische und positiv definite Matrizen A beweisen.

Es gibt eine Reihe weiterer iterativer Verfahren, die z.T. unter geringeren Voraussetzungen
an A konvergieren, in der Formulierung aber komplizierter sind, weswegen wir sie hier aus
Zeitgriinden nicht behandeln kénnen.

Wir wollen nun noch kurz den Aufwand dieser Iterationsverfahren abschétzen. Nehmen
wir an, dass fiir ein vorgegebenes € > 0 die Anzahl N, der Iterationen bis zur gewiinschten
Genauigkeit unabhingig von n ist. Fiir einen Iterationsschritt und eine Komponente acy“)
bendtigen wir in beiden Verfahren n — 1 Multiplikationen und Additionen fiir die Summe
und dazu eine Division, also 2n—1 Operationen. Fiir die n Komponenten von z(+1) ergeben

sich so n(2n — 1) = 2n% — n Operationen, und damit insgesamt
g
N.(2n? —n)

Operationen. Insbesondere haben diese Algorithmen die Ordnung O(n?), der Aufwand
wéchst also deutlich langsamer in n als bei der GauB3—Elimination oder beim Choleski—
Verfahren.

Unter zusidtzlichen Annahmen an A kann sich der Aufwand dieser Verfahren betréchtlich
verringern: Viele sehr grofie Gleichungssysteme haben die Eigenschaft, dass in jeder Zeile
der (sehr grofien) Matrix A nur relativ wenige Eintréige einen Wert ungleich Null besitzen,
man sagt, die Matrix A ist schwach besetzt, siehe Abschnitt 1.1.3 fiir ein Beispiel. Wenn wir
annehmen, dass — unabhéngig von n — in jeder Zeile von A hochstens m Eintrige ungleich
Null sind, ist die Anzahl der Operationen in der Berechnung von xﬁ“l) hochstens gleich
2m — 1, und die Gesamtzahl der Operationen ergibt sich zu N.2(m — 1)n. Wir erhalten
so die Ordnung O(n), d.h. die Anzahl der Operationen wichst linear in n. Fairerweise
sollte hier aber erwdhnt werden, dass sich unter solchen Bedingungen auch die Anzahl
der Operationen in der GauB—Elimination oder im Choleski—Verfahren verringern kann,
allerdings wird die Ordnung dort i.A. nicht kleiner als O(n?).



Kapitel 2

Interpolation

Die Interpolation von Funktionen oder Daten ist ein hiufig auftretendes Problem sowohl
in der Mathematik als auch in vielen Anwendungen.

Das allgemeine Problem, die sogenannte Dateninterpolation, entsteht, wenn wir eine Menge
von Daten (x;, f;) fiir ¢ =0, ..., n gegeben haben (z.B. Messwerte eines Experiments). Die
Problemstellung ist nun wie folgt: Gesucht ist eine Funktion F, fiir die die Gleichung

F(z;)=f; firi=0,1,...,n (2.1)

gilt.

Ein wichtiger Spezialfall dieses Problems ist die Interpolation von Funktionen: Nehmen
wir an, dass wir eine reellwertige Funktion f(z), f : R — R gegeben haben, die aber
(z.B. weil keine explizite Formel bekant ist) sehr kompliziert auszuwerten ist. Das Ziel der
Interpolation liegt nun darin eine Funktion F'(z) zu bestimmen, die leicht auszuwerten ist,
und fiir die fiir vorgegebene Stiitzstellen xq, x1, . . ., , die Gleichung

F(z;) = f(z;) firi=0,1,...,n (2.2)

gilt. Mit der Schreibweise

erhalten wir hier wieder die Bedingung (2.1), weswegen (2.2) tatséchlich ein Spezialfall von
(2.1) ist.

Wir werden in diesem Kapitel Verfahren zur Losung von (2.1) entwickeln, die dann selbst-
verstindlich auch auf den Spezialfall (2.2) anwendbar sind. Die Wichtigkeit dieses Spezi-
alfalls liegt darin, dass man bei der Interpolation einer Funktion f in natiirlicher Weise
einen Interpolationsfehler iiber den Abstand zwischen f und F' definieren kann, und daher
ein Maf fiir die Giite des Verfahrens erhilt. Bei der Dateninterpolation macht dies kei-
nen rechten Sinn, das es ja keine Funktion f gibt, beziiglich der man einen Fehler messen
konnte.

19
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2.1 Polynominterpolation

Eine einfache aber oft sehr effektive Methode zur Interpolation ist die Wahl von F' als
Polynom, also als Funktion der Form

P(x) = ao + a1z + agx® + ...+ amaz™. (2.3)

Hierbei werden die Werte a;, i = 0, ..., m, die Koeffizienten des Polynoms genannt. Die
hochste auftretende Potenz (hier m) heifit der Grad des Polynoms. Um zu betonen, dass
wir hier Polynome verwenden, schreiben wir in diesem Abschnitt , P* statt ,, F“ fiir die
Interpolationsfunktion.

Das Problem der Polynominterpolation liegt nun darin, die Koeffizienten ag, a1, ..., am
so zu bestimmen, dass (2.1) erfiillt ist. Zunéchst einmal miissen wir uns dazu iiberlegen,
welchen Grad das gesuchte Polynom haben soll. Hier hilft uns der folgende Satz.

Satz 2.1 Sei n € N und seien Daten (x;; f;) fiir ¢ = 0,...,n gegeben, so dass fiir die
Stiitzstellen z; # x; gilt fiir alle 7 # j. Dann gibt es genau ein Polynom vom Grad m = n,
das die Bedingung

P(z;)=f; firi=0,1,...,n

erfiillt ist.

Beweis: Die Koeffizienten a; sind bestimmt durch das lineare Gleichungssystem

1 ro ... .7:8 ap f()

1z ... ] an In

Die Determinante dieser Matrix ist

n n
i=1 \j=i+1

und ist damit ungleich Null, falls die z; paarweise verschieden sind. (Das Symbol [ ist das

n
Analogon des Summenzeichens »_ fiir Produkte, d.h. sz = 1Ty Ty.) Also ist die
i=1
Matrix invertierbar und das Gleichungssystem besitzt eine eindeutige Lésung. i
Fiir n + 1 gegebene Datenpunkte (x;; f;) “passt“ also gerade ein Polynom vom Grad n.

Nun ist es aus verschiedenen Griinden nicht besonders effizient, dieses lineare Gleichungs-
system tatséchlich zu l6sen, um die a; zu bestimmen (wir erinnern daran, dass die direkte
Losung des linearen Gleichungssystems den Aufwand der Ordnung O(n®) hat). Wir be-
trachten daher zwei andere Techniken zur Berechnung des Polynoms P. Beachte, dass
beide Techniken das gleiche Polynom berechnen, auch wenn dieses auf verschiedene Arten
dargestellt wird.
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2.1.1 Lagrange—Polynome

Die Idee der Lagrange—Polynome beruht auf einer geschickten Schreibweise fiir ein Poly-
nom. Fiir die vorgegebenen Stiitzstellen xg, x1 ..., x, definieren wir fiir i = 0,...,n die

Lagrange—Polynome L; als
n

Liz) = [[ 2.

.CCZ‘—.CCJ‘

j=0
i

Man rechnet leicht nach, dass diese Polynome alle vom Grad n sind, und dariiberhinaus
die Gleichung

1 firi=k
Liai) _{ 0 fiiri#k

erfiillen. Unser gesuchtes Polynom ist damit gegeben durch
n
P(z) = fiLi(x),
i=0

denn es gilt

3

P(xy) = fiLli(z) = fr,

=0 falls i#k
=f; falls i=k

also gerade die gewiinschte Bedingung (2.1).

Beispiel 2.2 Betrachte die Daten (3; 68), (2; 16), (5; 352). Die zugehorigen Lagrange—
Polynome sind gegeben durch

Low) = 22222 = @ 2)(w-5),
L) = 52 222 = Sz - 3)(x )
Lo(r) = 22223 _ Ly 9)(x - 3)

Damit erhalten wir

1 1 1
P(z) = —68 5(30 —2)(x—5)+ 16 g(x —3)(x—5) + 3526(30 —2)(xz - 3).
Fiir = 3 ergibt sich P(3) = —683(3 —2)(3 — 5) = 68, fiir z = 2 berechnet man P(2) =
163(2—3)(2—5) = 16 und fiir z = 5 erhalten wir P(5) = 352%(5 — 2)(5 — 3) = 352. O

Durch Abzihlen der notwendigen Operationen sieht man, dass die Auswertung des Poly-
noms P in dieser Form den Aufwand O(n?) besitzt, also deutlich effizienter als die Losung
eines linearen Gleichungssystems ist. Fiir eine effiziente Auswertung sollte man die Nen-
ner der Lagrange-Polynome vorab berechnen und speichern, damit diese nicht bei jeder
Auwertung von P erneut berechnet werden miissen.
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Die Lagrange—Darstellung ist praktisch, wenn man Messwerte f; nachtréiglich veréndern
will, da diese explizit in der Polynomdarstellung auftauchen. Sie ist aber im Allgemeinen
unpraktisch, wenn man Datenpunkte hinzufiigen will, da dann sdmtliche L; neu berechnet
werden miissen.

2.1.2 Das Newton—Schema

In diesem Fall, also wenn Datenpunkte hinzugefiigt werden sollen, ist eine andere Be-
rechnungsart geeigneter, ndmlich das sogenannte Newton—Schema. Hierbei definiert man
zunéchst die folgenden Werte:

f[xz]:fza i:()a"'an

und berechnet daraus fiir Stiitzstellen-Mengen der Form {z;, z;41,..., 245} mit 0 <1 <
I+ k < n rekursiv die sogenannten dividierten Differenzen

f[xzvrz-s-h---@z-s-k—ﬂ B f[$z+17$z+27---wz+k]
T — T4k

f[fz@z-s-h---@z-s-k] =

Abbildung 2.1 veranschaulicht diese rekursive Berechnung

izo)
N\
f[xo,xl]
/! N\
f[fl] f[xoﬂﬁhxz]
N\ /!
f[xl,xg] f[xo,xl,xg,rg]
/! N\ /!
f[acg] f[xhxzﬂﬁs]
N\ /!
f[xg,xg]
/!
izs)

Abbildung 2.1: Illustration des Newton—Schemas

Das gesuchte Interpolationspolynom ergibt sich nun mit Hilfe dieser Werte als
P(@) = flao) T flwo,er] (& = 20) + flag,e1,25) (T — o) (z — 71)
4.+ f[x07...7mn](x —zo)(x—x1) (T — xp1).

Beachte, dass wir fiir dieses Polynom nur jeweils die Werte aus den ersten Zeilen des
Schemas bendtigen. Die anderen werden jedoch zur Berechnung dieser Werte gebraucht.
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Um zu beweisen, dass dies wirklich das gesuchte Polynom ist, definieren wir zunéchst fiir
k=0,1,...,n die Hilfspolynome

Pe(z) = flzo) + flzo,21)(® — 20) + flzg,z1,20) (T — o) (x — 21)
+ oot flzoynzn) (T — 20) (T — 21) - (T — TE—1)
(also P(z) = P,(x)) und
Pe(@) = fioa + Foren) (@ = 21) + florp,00) (7 — 1) (@ — 22)
+...+ f[ﬂﬁl,-..,xk+1](x - .7,‘1)(.7: - .7,‘2) T ('7; - -xk)

Damit rechnet man — unter Verwendung der Definition der dividierten Differenzen —
nach, dass die Gleichung

(g — ) Pr(z) + (z — xg)f’k(ac)
T — X0

Pyii(z) = (2.4)

gilt. Per Induktion zeigen wir nun
Py(z;)=fj fur j=0,...,k und ﬁk(xj) =fifuirj=1,...,k+1.

Fiir k = 0 ist dies sofort klar, fiir den Schritt von k nach k + 1 verwendet man (2.4) fiir
Py 1; die Behauptung fiir Pk+1 folgt daraus, da man Pk+1 aus Pg erhilt, indem man die

Daten (o, fo), - - -, (zk, fx) durch (z1, f1),. .., (Tkt1, frt+1) ersetzt, wenn also Pyy1(z;) = f;
fir j =0,...,k ist, muss — da beide Polynome die gleiche Struktur haben und die Daten
beliebig sind — auch Pyi1(z;) = fj fir j =1,...,k+ 1 gelten. D

Wir wiederholen unser Beispiel aus dem letzten Abschnitt.

Beispiel 2.3 Betrachte die Daten (3; 68), (2; 16), (5; 352). Die dividierten Differenzen
ergeben sich als

f[xo] =68
¢
f[ro,m] = 6§+56 = 952
a ¢
f[xl] = 16 f[xo,xl,xg] - 523__1512 - 30
\ _ 16—352
flar,20) = “55 = 112
/
J(z) = 352

Damit erhalten wir das Interpolationspolynom
P(z) = Py(z) = 68 +52(x — 3) + 30(x — 3)(z — 2).

Fiir x = 3 erhalten wir P(3) = 68, fiir z = 2 ergibt sich P(2) = 68+52(2—3) = 68—52 = 16
und fiir x = 5 berechnet man P(5) = 68 +52(5—3) 4+ 30(5—3)(5 —2) = 68 + 104 + 180 =
352. 5
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Auch wenn die Berechnung des Interpolationspolynoms iiber das Newton—Schema kompli-
zierter aussieht, hat sie den Vorteil, dass wir weitere Stiitzstellen leicht hinzufiigen kénnen,
da sich die Polynome fiir mehr Stiitzstellen einfach durch Addition zusédtzlicher Terme aus
denen fiir weniger Stiitzstellen ergeben. Dafiir miissen hier bei der Anderung von Messwer-
ten f; Daten alle dividierten Differenzen neu berechnet werden.

Die Berechnung der dividierten Differenzen kann sehr effizient mit dem folgenden Algo-
rithmus durchgefiihrt werden, wobei die Schreibweise

F():f[mo]a Fl:f[xo,;rl]a'--a Fn:f[mo,;rl ..... Zn)

verwendet wird.

Algorithmus 2.4 (Berechnung der dividierten Differenzen)
Gegeben seien die Daten (xo, fo), - - -, (Zn, fn)-

(0) Fiir 4 von 0 bis n setze F; := f;

(1) Fiir £ von 1 bis n

Fiir i von n bis k (nach unten zéhlend) berechne F; := Lia B

Ti—k—T;

Dieser Algorithmus hat einen Aufwand von der Ordnung O(n?). Sind diese F; einmal
berechnet, so lésst sich das Interpolationspolynom effizient mit der folgenden Formel, dem
sogenannten Horner—Schema berechnen.

Algorithmus 2.5 (Berechnung von P(z) mittels Horner—Schema)
Gegeben seien die Stiitzstellen zg, ..., x,, die dividierten Differerenzen Fy,..., F, aus Al-
gorithmus 2.4 und ein z € R. Dann erhalten wir p = P(z) mittels

(0) Setze p:=F,

(1) Fiir ¢ von n — 1 bis 0 berechne p := F; + (z — x;)p

Beachte, dass dieser Algorithmus nur einen Aufwand der Ordnung O(n) besitzt, und damit
viel effizienter als die Auswertung des Polynoms in Lagrange-Darstellung ist. Das Newton—
Schema ist also vorzuziehen, wenn ein Interpolations—Polynom einmal berechnet und dann
sehr oft ausgewertet werden soll.

2.1.3 Fehlerabschitzungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt das Problem der Funktionsinterpolation (2.2) fiir eine
gegebene Funktion f : R — R. Wir wollen abschétzen, wie grofi der Abstand des interpo-
lierenden Polynoms P von der Funktion f ist. Hierbei bezeichnen wir mit I das von den
Stiitzstellen x, . . ., =, definierte Intervall I = [ Igﬂnn @i, Mmax x;).
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Den Abstand zwischen P und f definieren wir nun punktweise als

|f(z) — P(x)| firzel.

Der folgende Satz gibt eine Abschitzung fiir den Abstand in Abhéngigkeit von den Stiitz-
stellen an. Hierbei bezeichnet f*) die k—te Ableitung der Funktion f. Das Ausrufezeichen
“I” bezeichnet die iibliche Fakultdt fiir natiirliche Zahlen k, d.h. k! =1-2-3---k.

Satz 2.6 Sei f (n+ 1)—fach stetig differenzierbar und sei P das Interpolationspolynom zu
den paarweise verschiedenen Stiitzstellen xg, ..., x,. Dann gelten die folgenden Ausagen.

(i) Fir alle z € I gibt es ein € € I, so dass die Gleichung

(n+1)
o) - )= L)

(z—z0)(x—21) (T — p)
gilt.

(ii) Es gilt die Abschdtzung

Ft(y)

£(2) = P(@)] < ma |

nas (x—zo)(x—21) - (z — )|

(iii) Wenn wir das Intervall I als I = [a, b] schreiben, gilt die Abschétzung

B o 1) (b _ a)n—i—l
|f(z) — P(x)| < yealx(f( ! (y)( NCE
Beweis: (i) Wéhle ein « € I und setze
f(z) — P(x)

°= (x —x0) - (v — )

Mit diesem ¢ definieren wir die Funktion

A(y) = f(y) — P(y) —c(y — x0) - - - (y — xn).

Dann ist A(y) wieder (n + 1) mal stetig differenzierbar und hat (mindestens) die n + 2

Nullstellen y = zg, ..., x, und y = x. Wir nummerieren diese Nullstellen aufsteigend mit

der Bezeichnung y(()o) < y§0) < .. < yr(ﬁzl. Nach dem Satz von Rolle aus der Analysis

gilt: Zwischen je zwei Nullstellen der Funktion A(y) liegt (mindestens) eine Nullstelle ihrer
Ableitung A’(y) (hier wie im Folgenden leiten wir nach der Variablen “y” ab). Also liegt

fiir jedes ¢ = 0, . .., n zwischen den Werten yz(o) und yz(_?l ein Wert yz(l) mit A(ygl)) =0, und
wir erhalten n + 1 Nullstellen y(()l) < y§1) < ... <yt fir die Ableitung Al(y) = AD(z).

Indem wir induktiv fortfahren, erhalten wir n+ 1 — k& Nullstellen yék) < y§k) <. < yr(::}l_ k

fiir die Ableitung A®*) und damit fiir k = n + 1 eine Nullstelle £ = yénH) fiir die Funktion

Art1)
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Aus den Ableitungsregeln fiir Polynome folgt, dass PV (y) = 0 und [(y — z0)--- (y —
2,)]"D) = (n + 1)! ist fiir alle z € R. Damit erhalten wir

f(z) - P(x)

0 =AM (&) = (&) — e(n+ 1) = FFD(g) — (x —x0) - (x — x)

(n+ 1),

e (@) - P
(n+1) _ xXr) — X
f (5) (.CC—.CC())"'(.CC—.CCn)
Auflssen nach f(xz) — P(x) liefert die Gleichung in (i).

(ii) Diese Abschitzung folgt aus (i) wegen

(n+ 1)L

. 7o)
[f(z) = P(z)] = W(DC —zo)(z — 1) (z — 2n)
(n+1)
da £ aus [ ist.
(iii) Wenn wir das Intervall I als I = [a, b] schreiben, folgt fiir alle z und z; aus I die

Abschétzung
|z — x;| <b—a.

Damit erhalten wir aus Satz 2.6 (ii) die Abschéitzung

(b—a)"t!

7() = Pla)] < max |10 )| S

yel

also gerade die Behauptung. [l
Wir illustrieren diese Abschiitzung an 2 Beispielen, vgl. dazu das 4. Ubungsblatt.

Beispiel 2.7 Betrachte die Funktion f(x) = sin(z) auf dem Intervall I = [0, 7]. Die Ab-
leitungen von “f” sind
f(l)(x) = COS($), f(Q)(x) == sin(ac), f(g)(x) == COS($), f(4)($) = Sin(x)a st

Fiir alle diese Funktionen gilt | f*)(z)| < 1 fiir alle z € R. Mit #quidistanten Stiitzstellen
x; = 2mi/n ergibt sich damit die Abschitzung
(b _ a)n—i—l (27.‘.)n+1

(n+1)! (n+ 1)
Dieser Term konvergiert fiir wachsende n sehr schnell gegen 0, weswegen man schon fiir
kleine n eine sehr gute Ubereinstimmung der Funktionen erwarten kann. o

/(@) = P(a)] < max/| £+ y)| <

yel

Beispiel 2.8 Betrachte die Funktion f(z) = 1/(1+ 2?) auf dem Intervall I = [-5, 5]. Die
exakten Ableitungen fithren zu ziemlich komplizierten Termen, man kann aber nachpriifen,
dass fiir C' = 5 die Abschitzung

(n) ~ 2
max | )~ G
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gilt. Damit ergibt sich

b—a)"t!
_ < (n+1) (7
7(@) = P < max| )| S
C (n+1)! (b—a)! 5 (n+1)! 10" 52n+1
n+1 Crtl (n+1)! =~ n+1 5701 (p4+1)  “p4l

Dieser Term wéchst fiir grofle n gegen unendlich, weswegen die Abschitzung hier keine
brauchbare Fehlerschranke liefert, und tatséchlich zeigen sich bei dieser Funktion fiir dqui-
distante Stiitzstellen bei numerischen Tests grofle Probleme; insbesondere lisst sich fiir
wachsende n keine Konvergenz erzielen, statt dessen stellt man fiir grofie n starke Schwan-
kungen (“Oszillationen”) des interpolierenden Polynoms fest. m

Bemerkung 2.9 (In der Vorlesung nicht behandelt)

Bei der Interpolation von Funktionen hat man oft die Mo6glichkeit, die Stiitzstellen x; frei
zu wahlen. Daher stellt sich die Frage, ob man diese so wéhlen kann, dass der Fehler
|f(x) — P(x)| minimal wird.

Dazu betrachten wir die Abschitzung (ii) aus dem obigen Satz. Offenbar kénnen wir die
Ableitung f("*1) nicht beeinflussen, da die Funktion f ja vorgegeben ist. Wir kénnen aber
die Stiitzstellen so wahlen, dass der von den x; abhéingige Teil der Abschitzung, also der
Term |(z — x0)(x — z1) - - - (z — x,)| minimal wird. Genauer suchen wir zu vorgegebener
Anzahl n > 0 Stiitzstellen xg, ..., x,, so dass der Ausdruck

ma| (o~ a0)(a — 20) (&~ )

minimal wird.

Dieses Problem wurde von dem russischen Mathematiker Tschebyscheff gelost, der fiir das
Interpolationsintervall I = [a, b] die optimalen Stiitzstellen

x:a+b—b_acos (2i+ 1) i—0.1
’ 2 2 2(n+1) )’

)

errechnet hat. Beachte, dass die extremalen Stiitzstellen zg und xz, hier nicht mit den
Randwerten a und b iibereinstimmen.

Dieses Verfahren mach natiirlich nur dann Sinn, wenn wirklich eine Funktion interpoliert
werden soll, da man bei vorgegebenen Daten (x;, f;) iiblicherweise keine Freiheiten bei der
Wahl der z; hat. O

Abschlielend sei zur Polynominterpolation noch bemerkt, dass die Berechnung von inter-
polierenden Polynomen fiir eine grofie Anzahl n von Stiitzstellen i.A. problematisch ist, da
Polynome hohen Grades leicht zu starken Oszillationen neigen, die sich fiir dicht liegende
Stiitzstellen durch Rundungsfehler selbst dann einstellen kénnen, wenn die zu interpolie-
rende Funktion gutartig ist.

Wir werden daher in nichsten Abschnitt eine weitere Moglichkeit zur Interpolation be-
trachten, die auch auf Polynomen beruht, aber die Verwendung von Polynomen hohen
Grades vermeidet.
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2.2 Splineinterpolation

Wir betrachten in diesem Abschnitt wiederum das Interpolationsproblem (2.1), nehmen
aber jetzt der einfacheren Schreibweise wegen an, dass die Stiitzstellen aufsteigend ange-
ordnet sind, also zg < z1 < ... < z, gilt.

Die Grundidee der Splineinterpolation liegt darin, die interpolierende Funktion nicht global,
sondern nur auf jedem Teilintervall [z;, x;11] als Polynom zu wéhlen. Diese Teilpolynome
sollten dabei and den Intervallgrenzen nicht beliebig sondern moéglichst glatt zusammenlau-
fen. Eine solche Funktion, die aus glatt zusammengefiigten stiickweisen Polynomen besteht,
nennt man Spline.

Die verschiedenen Klassen von Splines unterscheiden sich nun dadurch, dass sie auf Po-
lynomen verschiedenen Grades aufbauen. Wir werden hier exemplarisch die sogenannten
kubischen Splines behandeln, die — wie der Name bereits andeutet — auf Polynomen drit-
ten Grades beruhen. Kubische Splines sind in den Anwendungen weit verbreitet, weswegen
wir sie hier als Beispielklasse verwenden. Splines, die auf anderen Polynomen aufbauen,
werden aber ganz dhnlich behandelt.

Wir miissen zunéchst die obige umgangssprachliche Definition in mathematische Ausdriicke
fassen.

Definition 2.10 Seien ¢y < z1 < ... < x, Stiitzstellen. Eine stetige Funktio