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Vorwort

Dieses Skript ist im Rahmen einer gleichnamigen Vorlesung entstanden, die ich im Winter-
semester 2005/2006 an der Universitit Bayreuth gehalten habe. Es ist die zweite — um das
Kapitel 6 erweiterte — Auflage eines Skriptes, das zuerst im Wintersemester 2003/2004
erstellt wurde. Ich mochte mich herzlich bei den aufmerksamen StudentInnen bedanken,
die viele kleinere Fehler gefunden haben, die in dieser Version korrigiert werden konnten.

Eine elektronische Version dieses Skripts sowie die zu dieser Vorlesung gehérigen Ubungs-
aufgaben finden sich im WWW unter dem Link “Lehrveranstaltungen” auf der Seite
http://www.math.uni-bayreuth.de/~1lgruene/.
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Kapitel 1

Einleitung

In diesem Kapitel werden wir die grundlegenden Objekte einfiihren, deren Numerik wir in
dieser Vorlesung betrachten wollen, sowie die Ziele dieser Vorlesung umreifien.

1.1 Dynamische Systeme

Zunéchst wollen wir den Begriff des dynamischen Systems an sich definieren. “Dynamisch”
bedeutet hierbei, dass es sich um ein mathematisches Objekt handelt, das zeitliche Verédnde-
rungen eines Zustands beschreibt. Hierzu miissen wir zunéchst die Menge der zul&ssigen
Zeiten betrachten.

Definition 1.1 Wir definieren die Zeitachse T entweder als kontinuierliche Zeit
T:=R
oder als diskrete Zeit
T :=hZ = {hk |k € Z},
wobei h > 0 ein gegebener Zeitschritt ist.

Zudem definieren wir die Teilmengen
Ty :={teT|t>0}, Tt:={teT|t>0}

und analog Ty und T~ a

Welche Definition von T wir im Einzelnen verwenden, wird im Kontext immer eindeutig
gekléart. Wenn wir in Definitionen, Aussagen etc. die Zeitachse nicht genauer spezifizieren,
so gelten diese fiir diskrete und kontinuierliche Zeitachsen.

Der Grund fiir die “nichteindeutige” Definition ist, dass wir dynamische Systeme sowohl
in kontinuierlicher Zeit als auch in diskreter Zeit betrachten wollen, oft sogar gemeinsam,
wenn wir z.B. eine Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung und ihre Approxima-
tion durch ein Einschrittverfahren betrachten. Die Losung definiert dann ein dynamisches
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System auf T = R, wihrend die Approximation mit Schrittweite h > 0 ein dynamisches
System auf T = hZ definiert.

Wir kommen nun zur Definition eines dynamischen Systems.

Definition 1.2 Sei T eine Zeitachse und X ein metrischer Raum. Ein dynamisches System
ist eine stetige Abbildung ® : T x X — X mit den zwei Eigenschaften

®(0,z) =z firallez € X (1.1)

und
Ot +s,x2) = P(t, P(s,x)) fiir alle t,s € T. (1.2)
Die Eigenschaft (1.2) wird hierbei als Kozykluseigenschaft bezeichnet.

Eine Abbildung ® : T§ x X — X, die (1.1) und (1.2) fiir t,s € T erfiillt, heifit semi-
dynamisches System.

Fiir festes x bezeichnen wir die Abbildung ®(t, z) als Lisung, Trajektorie oder Lisungskurve
durch x. Der Wert x wird hierbei als Anfangswert bezeichnet. O

Bemerkung 1.3 Fiir ein semi—-dynamisches System ® kann es fiir einzelne Anfangswerte
x € X moglich sein, die Losung (¢, x) fiir gewisse negative Zeiten t € T~ so fortzusetzen,
dass ®(t, z) die Bedingung (1.2) auch fiir diese negativen Zeiten erfiillt. Falls diese Fortset-
zung eindeutig ist und fur alle t € T~ existiert, so sagen wir, dass die Losung ®(t, z) auf
ganz T existiert. |

Bemerkung 1.4 (i) Sowohl in der Notation als auch aus konzeptionellen Griinden ist es
manchmal giinstiger, ein dynamisches System als Abbildung von X nach X mit Parameter
t € T aufzufassen, also das dynamische System als

Oy(z) := D(t, x)
zu schreiben. In dieser Parameternotation lassen sich (1.1) und (1.2) kiirzer als
Qg =Idy, Pyps=Pi0dPs

schreiben. Wir werden in dieser Vorlesung iiblicherweise die Schreibweise aus Definition 1.2
verwenden und nur in Ausnahmeféllen auf die Parameternotation zuriickgreifen.

(ii) Fiir ein dynamisches System in der Parameternotation gilt
o' =@, firalleteT.
Dies folgt sofort aus (1.2) mit s = —¢ und (1.1), denn es gilt

Sio® ;=& =Py =1Idx

Wir betrachten einige Beispiele fiir dynamische Systeme.
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Beispiel 1.5 (i) Jede stetige Abbildung f : X — X definiert ein semi—dynamisches System
auf T = Z, indem wir

O(t, ) = f'(w)

setzen, wobei wir die Iteration f! induktiv mittels

Pla)y=a, fHl )= f(f'(2)

definieren. Falls f ein Homdomorphismus ist (also invertierbar mit stetigem f~1), so ist das
durch f* definierte ® ein dynamisches System auf T = Z, wenn wir die Iteration mittels

@) = )
auf negative t € T erweitern.

(ii) Betrachte eine autonome (d.h. nicht explizit zeitabhéngige) gewohnliche Differential-
gleichung in X = R", gegeben durch

&(t) = f(z(t)) (1.3)

mit Lipschitz—stetigem Vektorfeld f : R™ — R™. Wenn die Losungen x (¢, zg) des zugehori-
gen Anfangswertproblems mit (0, z9) = x¢ fiir alle z € R™ eindeutig sind und auf ganz
RS“ existieren, so ist

D(t, zg) := x(t; x0)
ein semidynamisches System. Falls die Losungen x(t, zo) dariiberhinaus auf ganz R existie-
ren, so ist ® sogar ein dynamisches System.

(iii) Betrachte das in (ii) aus der DGL (1.3) abgeleitete dynamische System & : R x
R™ — R™. Fiir einen beliebigen Zeitschritt h > 0 kénnen wir diese Abbildung auf T = hZ
einschrianken, und erhalten somit ein zeitdiskretes dynamisches System @5, : hZ x R® — R"™
(das gleiche funktioniert natiirlich analog, wenn ® aus (ii) ein semi-dynamisches System
ist, das auf hNy eingeschréinkt wird).

Dieses zeitdiskrete System lésst sich alternativ auch folgendermaflen konstruieren: Wir
definieren die Zeit-h—Abbildung fr, von ® mittels

fh(:E) = (I)(h,m)
und definieren @, induktiv mittels

(I>h<0,$) =, (I)h(t + h,a:) = fh((I)h(t, a:)), ‘I’h(t — h, .%') = fh_l(q)h(t, a;))

(iv) Betrachte eine numerische Approximation der DGL (1.3) durch ein Einschrittverfahren
mit konstanter Schrittweite h > 0, d.h.,

z(0) = w0,  wiy1 = (i, h),
wobei ¢ die Iterationsvorschrift des Einschrittverfahrens ist (z.B. im Falle des einfachsten
Verfahrens, also des Euler—Verfahrens, gegeben durch ¢(z, h) = x + hf(x)).
Dann definiert die induktiv gegebene Abbildung

(I)h(oa'r) =7, &)h(t + h,.’L’) = ¢(x7 h)
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ein semi—dynamisches System auf T = hZ. Beachte, dass eine numerische Approximation
i.A. auch dann kein dynamisches System auf T = hZ definiert, wenn die zu Grunde liegende
DGL ein dynamisches System auf R definiert, da die numerische Iterationsvorschrift ¢ i.A.
nicht invertierbar ist.

Wenn die Zeitschritte ¢; der numerischen Diskretisierung durch eine Schrittweitensteuerung
adaptiv bestimmt sind, so wird kein semi—dynamisches System in unserem Sinne definiert,
da die ¢; nicht mehr in einer unserer erlaubten Zeitachsen liegen. Solche adaptiv gewéhl-
ten Schrittweiten kénnen im Kontext dynamischer Systeme nur mit sehr grofem formalen
Aufwand behandelt werden, weswegen wir uns in dieser Vorlesung auf konstante Schritt-
weite h > 0 beschrénken. Es ist aber durchaus erlaubt, dass die numerische Vorschrift ¥
den Wert ¥(z, h) “intern” adaptiv berechnet, indem das Rechenintervall [0, h] adaptiv in
kleinere Teilintervalle zerlegt wird, deren Groéfle durch einen adaptiven Algorithmus be-
stimmt sind (z.B. kénnte ¥ durch den Algorithmus 2.39 aus dem Skript zur Numerik II [5]
berechnet werden, wobei T' = h gesetzt wird). O

1.2 Ziel der Numerischen Dynamik

In der Theorie der dynamischen Systeme interessiert man sich vor allem fiir das Langzeit-
verhalten der Losungen ®(t,x), also fiir das Verhalten fiir grofle Zeiten ¢ bzw. fiir ¢ — oc.
Typische Fragen, die man hier beantworten méchte sind z.B.

(i) Divergiert die Abbildung ®(¢,z) fiir ¢ — oo, konvergiert sie gegen einen Punkt oder
schwingt sie sich auf eine periodische oder evtl. noch kompliziertere Bahn ein?

(ii) Wie héngt das Verhalten in (i) vom Anfangswert = ab?

(iii) Wo liegen die Bahnen aus (i), oder allgemeiner, wo liegen die Mengen, die diese
Bahnen enthalten?

(iv) Gibt es Mengen, die von den Losungen nicht verlassen werden kénnen und wo liegen
diese?

Dies sind die Fragen, die wir in dieser Vorlesung unter dem numerischen Aspekt betrachten
wollen. Insbesondere wollen wir im zum einen untersuchen, in wie weit diese Eigenschaften
unter Diskretisierung erhalten bleiben und falls ja, wie man Diskretisierungsfehler geeignet
abschétzen kann. Zum anderen wollen wir uns mit konkreten Algorithmen beschéftigen,
mit denen man Antworten auf diese Fragen geben kann.

Warum aber sind dies iiberhaupt so schwierige Fragen, dass man zu ihrer Beantwortung
eine eigene Theorie entwickeln muss? Um dies zu verstehen, muss man sich die Feh-
lerabschétzungen fiir numerische Verfahren gewthnlicher Differentialgleichungen ansehen.
Egal welches Verfahren man verwendet, in jedem Fall erhilt man fiir den Diskretisierungs-
fehler, also den Abstand zwischen der exakten Losung x(t;tg,z¢) einer DGL und ihrer
numerischen Approximation Z(¢;tg, xg) eine Abschitzung der Form

Hx(t; tg,xo) — j(t; to,ﬂ?o)” < C(T)hp fir alle t € [to,to + T}
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gilt, wobei h > 0 der Zeitschritt ist und C(7') > 0 eine Konstante ist, die von der Grofe des
betrachteten Losungsintervalls abhéangt. Betrachtet man die Konvergenzaussagen genauer,
so stellt man fest, dass die Konstante C(T') iiblicherweise von der Form

C(T) = Cl (eXp(CQT) - 1)

fiir geeignete C1,Cy > 0 ist (siehe z.B. Bemerkung 2.12(ii) im Skript zur Numerik II [5]).
Fir T — oo divergiert die Fehlerschranke also gegen oo, und zwar exponentiell schnell,
da sich die in jedem Einzelschritt der numerischen Approximation auftretenden Fehler ex-
ponentiell aufschaukeln kénnen. Dies bedeutet, dass die “klassische” Diskretisierungsfeh-
lertheorie fiir die numerische Untersuchung des Langzeitverhaltens unbrauchbar ist. Dabei
ist es nicht so, dass die Fehlerabschétzung zu schlecht ist, bei vielen Differentielgleichungen
ist es tatséichlich der Fall, dass der Fehler ||z(t; to, xo) —Z(t; to, xo)|| fiir ¢ — oo unbeschrinkt
wéchst. Wir werden deswegen in dieser Vorlesung typischerweise keine Aussagen iiber den
Fehler in der Approximation einzelner Trajektorien machen, sondern iiber das qualitative
Verhalten der Gesamtheit der Trajektorien. Denn auch wenn der Fehler in der Approxi-
mation einer einzelnen Trajektorie grofl werden kann, kann das qualitative Verhalten der
Gesamtheit der Losungen unter der numerischen Diskretisierung trotzdem erhalten bleiben
— in einem geeigneten approximativen Sinne, den wir in dieser Vorlesung genau definieren
werden.

Um nun konkrete Algorithmen und Verfahren zu untersuchen und damit die oben gestellten
Fragen zu beantworten, miissen wir uns zuerst das notwendige analytische “Werkzeug”
erarbeiten. Dies geschieht in zwei Schritten:

Zuerst werden wir in Kapitel 2 die obigen informellen Fragen mathematisch prézisieren, in-
dem wir geeignete mathematische Objekte definieren, mit denen sich das Langzeitverhalten
beschreiben lésst und einige grundlegende analytische Techniken zur Behandlung dieser Ob-
jekte kennen lernen. Im zweiten Schritt in Kapitel 3 betrachten wir dann gestérte dynami-
sche Systeme. Diese gestorten Systeme werden uns dazu dienen, Aussagen iiber das dynami-
sche Verhalten numerischer Approximationen zu machen, indem wir den Approximations—
bzw. Diskretisierungsfehler numerischer Schemata als Stérung des urspriinglichen Systems
auffassen.

In Kapitel 4 werden wir diese analytischen Technik dann zur Analyse der numerischen Ap-
proximationen gewohnlicher Differentialgleichungen verwenden und dabei geeignet weiter-
entwickeln. In den Kapiteln 5 und 6 schliellich werden wir mengenorientierte Algorithmen
betrachten, mit denen sich einzelne Aspekte des Langzeitverhaltens dynamischer Systeme
numerisch berechnen lassen.
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Kapitel 2

Analyse Dynamischer Systeme

2.1 Objekte zur Analyse Dynamischer Systeme

In diesem Abschnitt wollen wir einige wichtige Objekte aus der Theorie der dynamischen
Systeme definieren. Da wir in dieser Vorlesung sowohl die Theorie als auch die numerische
Behandlung betrachten werden, wollen wir uns auf eine sehr kleine Anzahl von Objekten
beschréanken, die wir dafiir um so genauer untersuchen wollen.

Fiir eine Teilmenge D C X definieren wir dabei

o(t, D) = | J {2t 2)}

zeD

Wir beginnen mit der Definition der invarianten Menge.

Definition 2.1 (invariante Menge) Gegeben sei ein (semi—)dynamisches System.

(i) Eine Teilmenge D C X heifit vorwidrts (oder positiv) invariant, falls die Inklusion
®(t,D) C D fiirallet € T"

gilt.

(ii) Eine Teilmenge D C X heifit rickwdrts (oder negativ) invariant, falls die Inklusion
®(t,D) D D fiir allet € T

gilt.

(iii) Eine Teilmenge D C X heifit invariant, falls sie vorwérts und riickwérts invariant ist,
also die Inklusion

®(t,D) =D fiir allet € T"

gilt. a
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Bemerkung 2.2 (i) Ausfiihrlich geschrieben bedeutet Vorwirtsinvarianz gerade, dass jede
Losung (¢, z) mit z € D fiir alle positiven Zeiten ¢t € Tt in D bleibt, also

®(t,r) € D firallexz e D, tc T .

(ii) Eine andere naheliegende Definition der Riickwértsinvarianz wire
®(t,D)C D firallete T .

Falls alle Losungen ®(¢,z) mit = € D fiir alle negativen Zeiten ¢ € T~ existieren (was
insbesondere fiir dynamische Systeme der Fall ist aber auch fiir semi—dynamische Systeme
gelten kann), so ist dies dquivalent zur obigen Definition, denn fiir ¢ > 0 gilt

®(t,D) 2 D < ©4(P:(D)) 2 (D) & D 2 2_4(D).

Falls die Losungen in Riickwértszeit existieren, kann man die Riickwértsinvarianz ausfiihr-
lich als
O(t,x) e D firallexze D, te T

ausdriicken.

Die “indirekte” Definition in (ii) hat den Vorteil, dass sie auch anwendbar ist, wenn die
Losungen in negativer Zeit nicht definiert sind. Allerdings gibt es in diesem Fall keine so
schone anschauliche Interpretation.

(iii) Unter der Bedingung aus (ii) folgt, dass die Invarianz einer Menge D &quivalent ist
zur Bedingung
®(t,D)C D furalleteT

oder, ausfiihrlich geschrieben,

O(t,z) e D firallex e D, teT.

Beispiel 2.3 (i) Ein Punkt 2* € X heiit Gleichgewicht eines dynamischen Systems, falls
O(t,2*) = x* gilt fiir alle t € TT. Falls ® von einer Differentialgleichung erzeugt wird, so
priift man leicht nach, dass ein Punkt z* € R" gerade dann ein Gleichgewicht von & ist,
falls f(z*) = 0 ist, falls ® von einer Abbildung f erzeugt wird, so ist z* genau dann ein
Gleichgewicht, wenn f(x*) = x* ist.

Offenbar ist die Menge D = {z*} fiir jedes Gleichgewicht x* eine invariante Menge.
(ii) Betrachte die DGL

i1(t) = —x(t) + 1 ()1 — 21(t)% — 22(t)?)
i‘z(t) = ml(t) + Hfg(t)(l — xl(t)2 — .732(t)2)

Abbildung 2.1 zeigt ausgewihlte Losungskurven dieser Gleichung, mit verschiedenen An-
fangswerten auf der zo—Achse.

Auf dem Bild kann man die folgenden invarianten Mengen erkennen:
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-15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Abbildung 2.1: Losung der DGL mit verschiedenen Anfangswerten auf der xo—Achse

e Dy = {0}, da die 0 ein Gleichgewicht ist

e Dy = {x € R?||jz|| = 1}, da jede Losung, die auf dem Kreis startet, fiir alle positiven
und negativen Zeiten darauf bleibt

e D3 ={z € R?|||z|| <1}, aus dem gleichen Grund wie in (ii)

Man sieht also leicht, dass invariante Mengen nicht eindeutig sein miissen. Sie koénnen
disjunkt sein (wie D1 und Ds), oder sich schneiden, wie D und D3 oder D2 und D3).

Natiirlich wurde Abbildung 2.1 numerisch erstellt und liefert damit keinen formalen Beweis,
dass die behaupteten Mengen tatséchlich invariant sind. Dieser formale Beweis ist bei
diesem einfachen System allerdings durchaus machbar (Ubungsaufgabe). a

Ein weiteres wichtiges Objekt fiir die Langzeitanalyse dynamischer Systeme sind die asym-
ptotisch stabilen Mengen. Um diese zu definieren, miissen wir zunéichst einen Abstandsbe-
griff fiir Mengen definieren.

Definition 2.4 Gegeben sei ein metrischer Raum X mit Metrik d und eine kompakte
Menge A C X.

(i) Wir definieren den Abstand eines Punktes x € X von A als

d(z, A) = mind
(z,A) min (z,y)

(ii) Sei B C X eine weitere Menge. Wir definieren den nichtsymmetrischen Hausdorff-
Abstand zwischen B und A als

H*(B,A) =supd(z,A)
zeB
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Bemerkung 2.5 (i) Man sieht leicht, dass d(x, A) = 0 genau dann gilt, wenn z € A gilt.
(ii) Aus (i) folgt sofort, dass H*(B, A) = 0 genau dann gilt, wenn B C A ist.

(iii) Das folgende Beispiel zeigt, dass H* tatséchlich ein nichtsymmetrischer Abstand ist:
Sei X =R mit d(x,y) = |z —y|, A=[-1,1] und B = {0}. Dann gilt

H*(B,A) =0 aber H*(A,B)=1.

(iv) Fiir H* gilt die Dreiecksungleichung
H*(C,A) < H*(C,B)+ H*(B,A)

fiir jede kompakte Menge B C X. Um dies zu sehen, wéhle fiir jedes € X einen Punkt
x*(x) € B, fiir den
d(w, B) = d(z,2"())

gilt (dieser existiert, da B kompakt ist). Damit gilt

H*(C,A) = supd(xz,A) = supmind(z,y)
zeC zeC YEA

< gsclelg Zréig (d(w, z*(x)) + d(z* (), y))

= supmin (d(:c, B) +d(z"(z), y))

< supsup min (d(w, B) +d(z, y))
zeC zeB YEA

= supd(z, B) + supmind(z,y)
xcC zeB YEA

— H*(C,B)+ H*(B, A).

Aus der Dreiecksungleichung folgt sofort die umgekehrte Dreiecksungleichung

H*(C,B) > H*(C, A) — H*(B, A).

Definition 2.6 (asymptotische Stabilitét) Eine kompakte Menge A C X heifit asym-
ptotisch stabil, falls sie vorwérts invariant ist und eine offene Umgebung B von A existiert,
so dass die Konvergenz

lim H*(®(t, B), 4) = 0

gilt. Die Menge B wird dann Stabilititsumgebung genannt. o

Um diese recht kompakte Definition besser zu verstehen, empfiehlt es sich, die Bedingung
ausfiihrlicher aufzuschreiben: Es gilt

H*(®(t,B),A) = sup d(z,A)= sup d(P(t,x0), A).
z€P(t,B) r0€B
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Die Bedingung H*(®(t, B), A) — 0 bedeutet also, dass alle Losungen mit Anfangswert
xo € B gleichmiflig gegen A konvergieren. Beachte, dass es nicht geniigt, dass alle Losungen
“einzeln” konvergieren, also wenn

d(®(t,z9), A) — 0 fiir t — oo

gilt fiir alle zg € B, denn wenn dies gilt, konnte es trotzdem passieren, dass das Supremum
sup,,ep d(®(t, o), A) nicht gegen Null konvergiert.

Beispiel 2.7 (i) Fiir ein exponentiell stabiles Gleichgewicht z* € X eines (semi-)dyna-
mischen Systems ist A = {z*} eine asymptotisch stabile Menge. Zur Erinnerung: Ein
Gleichgewicht x* heifit exponentiell stabil, falls eine (0.B.d.A. beschréinkte) Umgebung U
von x* sowie Konstanten ¢,o > 0 existieren, so dass fiir alle Anfangswerte o € U die
Ungleichung

d(®(t, zp),z%) < ce*"td(xo, x™¥)

fiir alle t € TT gilt. Mit B = U gilt dann

H*(®(t,B), A) = sup d(®(t,xq), A) = sup d(®(t,z0),2*) < ce " sup d(xg,z*) — 0
roEB roEB ro€EB

fiir t — oo, da B beschrinkt ist, weswegen sup, cp d(zo, z*) endlich ist.

(ii) Wir betrachten wieder die DGL aus Beispiel 2.3(ii). Hier kann man die folgenden
asymptotisch stabilen Mengen identifizieren:

o Ay ={x e R"|||z|| =1} ( = Dy aus Beispiel 2.3)
o Ay ={x e R"|||z| <1} ( = D3 aus Beispiel 2.3)

e Jede Menge der Form {z € R"|a < ||z|| < b} mit a € [0,1], b > 1 (diese sind nicht
invariant).

Aufgrund der numerischen Simulation sind diese Mengen naheliegend, allerdings ist der
formale Nachweis hier nicht ohne geeignete analytische Techniken mdoglich, die wir erst
spéater kennen lernen werden. a

Die letzte Definition, die wir in diesem einfithrenden Abschnitt betrachten wollen, ist die
des Attraktors.

Definition 2.8 Eine asymptotisch stabile Menge A C X heifit Attraktor, falls sie invariant
ist. a

Wir werden in Kiirze sehen, warum Attraktoren besonders schone asymptotisch stabile
Mengen sind. Zunéchst aber wieder einige Beispiele:
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Beispiel 2.9 (i) Offenbar ist jede asymptotisch stabile einpunktige Menge A = {z*} (also
jedes asymptotisch stabile Gleichgewicht z*) ein Attraktor, da aus der Gleichgewichtsei-
genschaft ®(t,z*) = z* sofort die Invarianz folgt.

(ii) Von den in Beispiel 2.7(ii) aufgefithrten asymptotisch stabilen Mengen sind nur die
Mengen A; und Ay invariant, vgl. Beispiel 2.3(ii). Beachte, dass alle anderen in Beispiel
2.7(ii) angegebenen Mengen entweder A; oder A; und A enthalten. Dies ist, wie wir gleich
sehen werden, kein Zufall, da Attraktoren — in geeignetem Sinne — minimale asymptotisch
stabile Mengen sind.

(iii) Einige Attraktoren haben es wegen ihrer komplexen geometrischen Struktur zu einer
gewissen “Beriihmtheit” in der Mathematik gebracht. Ein Beispiel ist der Attraktor des
durch die Funktion f : R? — R?,

fa) = ( 1—1.22% +22/5 >

x1

definierten diskreten dynamischen Systems. Diese Funktion heifit Hénon—Abbildung, nach
dem franzosischen Astronomen Michel Hénon, der die Abbildung 1976 als vereinfachte
zeitdiskrete Variante der (ebenfalls bertihmten) Lorenz-Gleichung eingefiihrt hat.

Abbildung (2.2) zeigt zwei verschiedene Ausschnitte des zugehorigen Attraktors. Speziell
in der Vergroflerung (rechts) des im linken Bild angedeuteten Bereichs sieht man deutlich,
dass die einzelnen “Striange” des Attraktors eine komplizierte Feinstruktur aufweisen.

1111111111

Abbildung 2.2: Der Hénon—-Attraktor (groferer/kleinerer Ausschnitt)

Im Prinzip kann man diese Bilder durch Simulation einer Vielzahl von Losungen ®(t, z;)
fiir viele verschiedene Anfangswerte x; erzeugen. Bei dieser Vorgehensweise wird man aber
iiblicherweise nicht alle Teile des Attraktors “erwischen”, da sich die Trajektorien in ge-
wissen Bereichen nur sehr selten aufhalten. Die Bilder in Abbindung (2.2) sind durch ein
mengenwertiges numerisches Verfahren berechnet worden, das wir in Kapitel 5 dieser Vor-
lesung kennen lernen werden. |
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2.2 Methoden zur Analyse Dynamischer Systeme

In diesem Abschnitt werden wir eine Reihe von Aussagen iiber dynamische Systeme machen
und dabei insbesondere Techniken kennen lernen, mit denen man die oben eingefiithrten
Objekte handhaben kann.

Wir beginnen mit einer Aussage iiber Attraktoren, die zeigt, in welchem Sinne die Attrak-
toren besonders ausgezeichnete asymptotisch stabile Mengen sind.

Satz 2.10 Gegeben sei eine asymptotisch stabile Menge A mit Stabilitdtsumgebung B.
Dann ist die Menge A genau dann ein Attraktor, wenn sie die minimale asymptotisch
stabile Menge mit Stabilititsumgebung B ist, d.h., wenn fiir jeder weitere asymptotisch
stabile Menge A* mit Stabilitdtsumgebung B die Inklusion A C A* gilt.!

Beweis: Nach Voraussetzung ist A vorwérts invariant und asymptotisch stabil. Die Menge
A ist also genau dann ein Attraktor, wenn sie negativ invariant ist, also ®(¢, 4) O A fiir
alle t € TT gilt. Wir beweisen die zur Behauptung #quivalente Aussage

A ist nicht negativ invariant < A ist nicht minimal.

Wir zeigen zunichst die Aussage “A nicht negativ invariant = A nicht minimal”:
Sei A nicht negativ invariant. Dann gibt es t* > 0 so dass A* := ®(t*, A) 2 A gilt. Da
A nach Definition vorwirts invariant ist, ist A* = ®(t*, A) C A, also ist A* eine echte
Teilmenge von A. Zudem ist A* vorwiéirts invariant, denn fiir jedes ¢ > 0 gilt

D(t, A*) = O(t, P(t*, A)) = P(t +t", A) = O(t", (¢, A)) C P(t", A) = A™.

——
CA
Sei nun beliebiges t > t* gegeben. Dann gilt
H*(®(t,B),A") = H(®(t",®(t — t*, B)), ®(t*, A)).

Nun gilt H*(®(t — t*,B), A) — 0 fiir t — co. Da & stetig ist und ®(¢ — t*, B) beschrinkt
ist, ist ®(t*,-) gleichméiBig stetig auf einer kompakten Umgebung von B. Daraus folgt

H*(®(t*,®(t — t*,B)), ®(t", A)) — 0

fir ¢t — oo, also auch H*(®(t,B),A*) — 0. Wir haben damit fiir A* alle notwendigen
Eigenschaften fiir eine asymptotisch stabile Menge nachgewiesen, und da A* C A ist, ist A
folglich keine minimale asymptotisch stabile Menge.

Nun zeigen wir die umgekehrte Aussage “A nicht minimal = A nicht negativ invariant”:
Sei A nicht minimal, d.h., es gibt eine asymptotisch stabile Menge A* C A mit Stabi-
litdtsumgebung B und A* # A. Dann gilt H*(A, A*) > 0. Also folgt mit der umgekehrten
Dreiecksungleichung

H* (A, 8(t, A)) > H*(A, A*) — H*(D(t, A), A*) .

>0 —0

"Wir verwenden die Inklusionszeichen analog zu den Ungleichungszeichen: A* C A bedeutet, dass A* = A
moglich ist, wihrend A* C A impliziert, dass A* # A ist.
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Fiir hinreichend grofies ¢ > 0 folgt also H*(A, ®(t, A)) > 0 und damit ®(¢, A) # A, womit
A nicht negativ invariant ist. U

Asymptotisch stabile Mengen beschreiben per Definition solche Regionen in X, in deren
Umgebung sich die Losungen des Systems nach einer gewissen Ubergangszeit aufhalten
(sofern sie nicht divergieren). Attraktoren sind also deswegen besonders schon, da sie die
kleinsten solchen Mengen sind und deswegen die genauest mogliche Information iiber den
Aufenthalt der Losungen liefern. Das Verhalten der Losungen bis zur Konvergenz? gegen
einen Attraktor wird transientes Verhalten genannt.

Fiir kompliziertere Systeme ist es oft schwierig bis unmdoglich, Attraktoren analytisch zu
bestimmen. Es gibt aber ein Verfahren, mit dem man Bereiche ermitteln kann, in denen
ein Attraktor liegen muss, auch wenn sich dieser selbst unbekannt ist. Dazu bendtigen wir
das folgende Konzept:

Definition 2.11 Eine kompakte Menge C' C X heifit absorbierende Menge, falls ein T' > 0
existiert, so dass ®(t,C') C int C' gilt fiir alle ¢ > T', wobei “int C” das Innere der Menge C
bezeichnet. o

Absorbierende Mengen sind — im Vergleich zu Attraktoren — relativ leicht zu finden, z.B.
durch numerische Simulationen aber auch durch analytische Betrachtungen. Der folgende
Satz zeigt, dass sich in absorbierenden Mengen immer ein Attraktor findet.

Satz 2.12 Jede absorbierende Menge C C X enthilt einen Attraktor A C intC' mit
Stabilitdtsumgebung B = int C'. Dieser Attraktor ist gegeben durch

A= e o).

s>0t>s

Beweis: Zunichst einmal muss man sich iiberlegen, dass A nicht leer ist. Betrachte ein
x € C.Da ®(t,x) € (t,C) Cint C ist fiir t > T, ist ®(¢,x) beschrinkt und besitzt damit
einen Hiufungspunkt, der fiir alle s > 0 in {J,», ®(¢, C') liegen muss. Daher ist A nicht leer.

Als néchstes zeigen wir, dass A in int C' enthalten ist. Hierzu zeigen wir zunéchst die
Inklusion

Uew.oyc |J e¢0). (2.1)

t>T te[T,2T)
Dies folgt aus der Tatsache, dass fiir beliebige ¢ > 0 die Inklusion
O(t+T,C)=o(t,o(T,C)) C d(¢,C)

gilt, weswegen per Induktion auch die Inklusion ®(¢ +nT,C) C ®(¢,C) fiir alle n € N gilt.
Damit folgt (2.1). Da ®(¢,C) C int C fiir jedes t € [T, 2T gilt, gilt

U etc)cintC
te(T,2T)

2Diese Beschreibung ist natiirlich etwas informell, denn man kann nicht prizise definieren, wann Kon-
vergenz “eintritt”. Anschaulich diirfte aber klar sein, was hier gemeint ist.
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und weil Uy eprop @(t, C) (als Bild der kompakten Menge [T',27] x C' unter der stetigen
Abbildung ®) abgeschlossen ist, folgt mit (2.1)

YJetroyc | et.0)= |J @0 cintC

t>s te[T,2T te[T,2T

fiir alle s > T, womit auch der Schnitt A in int C' liegt.

Wir zeigen nun die Attraktoreigenschaften fiir A, ndmlich Invarianz und asymptotische
Stabilitét.

Zur Invarianz: Beachte zuniichst, dass fiir jedes 7 € TT die Gleichung

A= Jew.o)=Jew o)

s>0t>s s>Tt>s

gilt, da die Mengen, die hier geschnitten werden, fiir wachsende s kleiner werden.

Fiir ein beliebiges 7 € T gilt nun

or,A) = o|n, (Uew.O)| = el Joto)

s>0t>s s>0 t>s
= NUeret0) = NJeE+t0)
s>0t>s s>0t>s
= N YJewo) = A
s>Tt>s

Zur asymptotischen Stabilitit: Angenommen, diese Eigenschaft gilt nicht. Dann gibt es ein
€ > 0 sowie Folgen z,, € B und t,, — o0, so dass

d(®(ty,zpn), A) > ¢ fiir alle n € N. (2.2)

Da ®(t,,z,) € C liegt, gibt es einen Haufungspunkt y dieser Folge, fiir den
y € U o(t,C)
t>s
fiir alle s > 0 gelten muss. Also liegt y € A, und nach Dreiecksungleichung gilt
=0

Da y ein Héufungspunkt der Folge ®(t,z,) ist, gibt es eine Teilfolge t,, — oo mit
d(®(tn;, 7n;),y) — 0. Also folgt

d(®(tn;, Tn,), A) < d(P(tn;, 2n;),y) — 0,

was (2.2) widerspricht. U

Das folgende Korollar fasst zwei Konsequenzen der vorangegangenen Sétze zusammen.
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Korollar 2.13 (i) Jede asymptotisch stabile Menge enthélt einen Attraktor mit der glei-
chen Stabilitdtsumgebung.

(ii) Fiir jede offene Menge O C X gibt es hochstens einen Attraktor mit Stabilitdtsumge-
bung B = O.

Beweis: (i) Fiir jede asymptotisch stabile Menge A ist der Abschluss C' = B ihrer Sta-
bilitatsumgebung B eine absorbierende Menge. Dies folgt aus der folgenden Tatsache: Da
B eine offene Umgebung von A ist, existiert eine weitere offene Umbegung U von A, fiir
deren Abschluss U C B gilt. Da ®(¢, B) im Hausdorff-Abstand gegen A konvergiert, gilt
®(t, B) C U fiir alle hinreichend grofien ¢ > 0. Daraus folgt

®(t,C)=®(t,B)=®(,B) CU C B=intC,

weswegen C' eine absorbierende Menge ist. Also enthélt C' nach Satz 2.12 einen Attraktor
mit Stabilitdtsumgebung B, der nach Satz 2.10 in A liegen muss.

(ii) Es seien A; und Az Attraktoren mit Stabilitditsumgebung B. Da Attraktoren asym-
ptotisch stabile Mengen sind gilt nach Satz 2.10 A; C Ay und As C A;. Also folgt
A = As. U

Die bisher erzielten Resultate liefert einen Anhaltspunkt dafiir, wo im Zustandsraum X
Attraktoren liegen koénnen, sie geben aber i.A. keine Auskunft dariiber, wie der Attraktor
tatséchlich aussieht. Auch wenn Satz 2.12 eine explizite Formel liefert, so ist es doch i.A.
schwierig bis unmdglich, diese auszuwerten.

Der folgende Satz liefert eine Technik, mit der man beweisen kann, dass eine gegebene
Menge A asymptotisch stabil ist. Um den Satz mathematisch sauber formulieren zu kénnen,
benétigen wir die folgende Klasse von Funktionen.

Definition 2.14 Wir definieren die folgende Klasse von Funktionen

Koo := {Q:R(—{HRS_

« ist stetig, streng monoton wachsend,
unbeschriankt und erfiillt a(0) =0

Beachte, dass die Umkehrfunktion a~! einer Funktion a € Ko, wieder in K liegt.

In der Formulierung des Satzes miissen wir zwischen kontinuierlichen und diskreten Syste-
men unterscheiden.

Satz 2.15 Gegeben sei eine kompakte Menge A, eine vorwérts invariante offene Menge
O C X mit A C O und eine stetige Funktion V : O — R mit der folgenden Eigenschaft:

Es existieren Funktionen aq, as € Koo mit
a1 (d(z, A)) < V(z) < az(d(z, A))

fiir alle z € 0.3

3Hieraus folgt insbesondere A = {x € X |V () = 0}, die Menge A ist also die Nullstellenmenge von V.
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Dariiberhinaus existiere eine lokal Lipschitz stetige Funktion g : R — R mit g(r) > 0 fiir
r >0 und g(r) =0 fiir » < 0, so dass eine der folgenden Eigenschaften gilt:

(a) Falls ® ein durch eine Differentialgleichung #(t) = f(x(t)) erzeugtes (semi-)dynami-
sches System mit T = R und X C R" ist, so sei V stetig differenzierbar und es gelte
DV (z)f(z) < —g(V(z)) (2.3)

fiir alle x € O (die Ableitung DV (z) := d/dzV (x) ist hierbei als Zeilenvektor aufzufassen).
(b) Falls ® ein diskretes (semi)—dynamisches System mit T = hZ ist, so gelte

V(®(h,z)) < V(x) = hg(V(z)) (2.4)

fir alle z € O.

Dann ist A eine asymptotisch stabile Menge, wobei als Stabilitdtsumgebung B jede be-
schrankte offene Teilmenge B C O mit A C B gewihlt werden kann. Die Funktion V
bezeichnen wir als Lyapunov-Funktion.*

Beweis: Wir beweisen zuerst den kontinuierlichen Fall T = R. Wir wéhlen ein beliebiges
x € O und schreiben kurz V(t) = V(®(t, z)) fiir t > 0. Aus (2.3) folgt dann

V(t) < —g(V(1)). (2.5)

7(t) = —g(r(t)) (2.6)

mit Anfangswert ro > 0 zur Anfangszeit ¢ty = 0 definiert ist. Da g(r) > 0 ist fiir » > 0, ist
die Losung r(t; 79) monoton fallend in t. Da r = 0 ein Gleichgewicht ist und sich Losungen
mit unterschiedlichem Anfangswert (wegen ihrer Eindeutigkeit) nicht schneiden konnen, ist
die Losung nach unten durch Null beschrinkt, also muss r(¢;rg) gegen einen Punkt 7* > 0
konvergieren. Man {iberlegt sich leicht, dass dann g(r*) = 0 sein muss, also muss r* = 0
sein, die Losungen r(t;79) mit 79 > 0 konvergieren also gegen r* = 0. Wiederum weil sich
Losungen nicht schneiden kénnen, folgt die Ungleichung

r(t;r1) < r(t;re) (2.7)

fiir alle Anfangswerte r; < 19 und alle ¢ > 0.

Fiir kleine € > 0 betrachten wir aulerdem die Funktionen r.(t;79), die als Losungen der
Differentialgleichung

7.na(t) - _g(re(t» +¢, (2'8)

wiederum mit Anfangswert ro > 0 zur Anfangszeit ¢y = 0, definiert sind. Da die Lésungen
parameterabhéngiger Differentialgleichungen stetig im Parameter sind (dies ist ein grund-
legender Satz aus der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen, siehe z.B. [1]) gilt die
Konvergenz lim._,g re(t;79) = r(t;ro) fiir jedes t > 0.

“Nach dem russischen Mathematiker A.M. Lyapunov (1857-1918), der diese Funktionen in seiner 1892
verdffentlichten Dissertation eingefiihrt hat.
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Die Gleichung (2.6) wird uns dazu dienen, eine Abschétzung fiir V(¢) zu erhalten, die
Gleichung (2.8) dient dabei als Hilfe im Beweis. Wir zeigen némlich, dass aus (2.5) die
Ungleichung

V(t) <r(t;V(z)) (2.9)

fiir alle ¢ > 0 folgt.

Wir beweisen (2.9) indem wir die Ungleichung
V(t) <re(t; V() (2.10)

fiir alle t > 0 und alle € > 0 zeigen. Wegen lim._.o - (t;79) = r(t;70) folgt damit (2.9).
Zum Beweis von (2.10) fixieren wir ein beliebiges ¢ > 0. Offenbar ist (2.10) fiir t = 0 erfiillt.
Wir nehmen nun an, es gebe ein t* > 0, so dass (2.9) nicht erfiillt ist, also

V(t*) > re(t",V(x)) (2.11)
Dann gibt es wegen der Stetigkeit der Ausdriicke in (2.9) ein ¢; € [0,t*), so dass

V(t1) = re(t1; V(x)) (2.12)
und

V(t) > ro(t; V(z)) fir alle t € (t1,t"] (2.13)

gilt. Aus (2.5), (2.8) und (2.12) folgt nun

d

il V) =7t V(@) < —g(V(t)) + g(re(t1, V(2))) —e = —e <0.

t=t1
Da die linke Seite dieser Abschitzung stetig in ¢ ist, existiert to € (t1,t*], so dass

d

%(V(t) —r:(t,V(x)) <O. (2.14)

fiir alle t € [t1,to] gilt. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung besagt, dass ein £ €
[t1,t2] existiert mit

V(t2) —re(t2; V(z)) = Vi(t1) —re(t1; V(2))

d
+ (ta—t1) —

=W - V).

t=t

Aus (2.12) und (2.14) folgt aber nun

Vte) —re(to; V(z)) = (t2 — t1) % (V(t) —re(t; V(z)) <0

t=t

und damit
V(ta) < re(te; V(zo)),

was ein Widerspruch zu (2.13) ist, da t2 € (¢1,t*] liegt. Also folgt (2.10) und damit (2.9).
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Alle bendtigten Eigenschaften der asymptotischen Stabilitéit von A folgen jetzt aus (2.9).
Falls © € A liegt, so gilt V(x) < ag(d(z,A)) = a2(0) = 0. Damit folgt fiir t > 0 die
Ungleichung

V(®(t,z)) <r(t;V(x)) =r(t0) =0.

Also gilt
d(®(t, ), A) < a7 (V(®(t,2))) = a;1(0) =0

und damit ®(¢,z) € A fur alle ¢t > 0, also die Vorwérts—Invarianz.
Sei nun B C O eine beschriankte offene Menge mit A C B. Da B beschrinkt ist, gilt
sup,ep d(z, A) =: M < co. Damit folgt

H*(®(t,B),A) < supd(®(t,x),A)
reB

< supag (V(®(t,x)))
rEB

< supagl(r(t;V(x)))
zeB

< sup afl(T(t; az(d(z, A))))
z€B

< ay'(r(t (M) — 0

fiir t — oo, wobei wir in der letzten Ungleichung die Monotonieeigenschaft (2.7) von r und
die Monotonie von 041_1 und ao verwendet haben. Dies zeigt die asymptotische Stabilitét.

Im zeitdiskreten Fall argumentiert man dhnlich, man muss aber die Funktion g zunéchst
etwas modifizieren. Dazu betrachten wir die Funktion

g(r) = inf{g(s) + |r — s|/h}.

Sicherlich gilt g(r) < g(r) und g(r) > 0 fiir r > 0. Zudem ist §(r) Lipschitz stetig mit
globaler Konstante 1/h. Um dies zu sehen wihlen wir fiir jedes r € R und jedes € > 0 einen
Punkt s*(r,¢), der das Infimum in der Definition von g bis auf ¢ realisiert, also

g(r) = g(s*(r,e)) + |r — s™(r,e)|/h — &
Damit folgt fiir alle r1,70 € R

9(r1) = g(ra) < g(s"(rz,€)) + |1 — 8" (r2,€)|/h = g(5"(r2,€)) = |r2 = s7(r, )| /h + &

1
= (|r1 — s%(ro,8)| — |ra — s*(re,e)|)/h+ e < E‘T‘1-T2|+E

Da € > 0 beliebig war und die Abschitzung symmetrisch in 71 und ry ist, folgt die behaup-
tete Lipschitz—Eigenschaft.

Nun betrachten wir die induktiv definierten Lésungen r(¢; z) der Differenzengleichung
r(t + hyro) = r(t;ro) — hg(r(t;ro)).

Fiir jeden Anfangswert 1o = r(0; ) ist diese Losungsfolge monoton fallend und nach unten
beschriankt (wegen g(r) = 0 fiir » < 0), sie konvergiert also gegen ein r* < r(, das wegen
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der Stetigkeit von g ein Fixpunkt von r sein muss. Da die Fixpunkte von r gerade die
Nullstellen von g sind, muss r* < 0 sein.

Aus der oben bewiesenen Lipschitz—Eigenschaft von g folgt fiir alle r; < 79
ry — hg(’l“l) <r - hg(T‘Q) + |T1 — 7"2| <ry9— hg(rg)
N——
=ro—r1
gilt. Per Induktion erhilt man daraus die Ungleichung (2.7), also
r(t;r1) < r(t;re)
fiir alle t € hNy. Beachte, dass (2.7) fiir unser urspriingliches g nicht gelten muss, genau

aus diesem Grunde haben wir die Hilfsfunktion g eingefiihrt.

Mittels Induktion und der Tatsache, dass § < g gilt, beweist man nun wiederum per
Induktion die Eigenschaft (2.9) fir alle t € ANp. Nun kann man wie im kontinuierlichen
Fall fortfahren. U

Beispiel 2.16 Fiir unsere Beispiel-Differentialgleichung

i‘l(t) = —372(t) + Hfl(t)(l — $1(t)2 — .732(t)2)
a(t) = an(t) +a2(t) (1 —ai(t)® — 22(t)?)

rechnet man nach, dass die Funktion
Vi(a) = (||l=[* — 1)?
eine Lyapunov—Funktion fiir den Attraktor
Ar ={z e R"[|[lz]| = 1}

ist und die Funktion

(el -12, 2l =1
Vale) = { 0, ]l < 1

eine Lyapunov—Funktion fiir den Attraktor
Ay = {z e R"[[lzf| <1}

ist. Zum Nachweis miissen natiirlich geeignete Definitionsmengen O C R? sowie geeignete
Funktionen g gefunden werden (Ubungsaufgabe). o

Bemerkung 2.17 (i) Lyapunov—Funktionen sind deswegen so praktische Hilfsmittel, da
man zum Nachweis der asymptotischen Stabilitit einer Menge die Losungen ®(¢, ) nicht
kennen muss, sondern lediglich das zu Grunde liegende Vektorfeld bzw. die zu Grunde lie-
gende Iterationsvorschrift. Tatséchlich gilt auch die Umkehrung von Satz 2.15: Man kann
beweisen, dass fiir jede asymptotisch stabile Menge eine geeignete Lyapunov—Funktion exi-
stiert. Leider ist dieser Beweis nicht konstruktiv, d.h. er liefert i.A. keine Moglichkeit, eine
Formel fiir V' zu finden. Nichtsdestotrotz gelingt es fiir viele Systeme, Lyapunov—Funktionen
zu finden (durch Intuition, physikalische Uberlegungen, systematische Konstruktion. ..)
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und damit asymptotische Stabilitdt formal nachzuweisen. Aber auch wenn wir nur ein
abstraktes Fxistenzresultat fiir solche Funktionen haben und nicht wissen, wie sie genau
aussehen, kann das fiir die weitere Analyse sehr niitzlich sein.

(ii) Fiir kontinuierliche Systeme lassen sich die Annahmen in Satz 2.15 etwas vereinfa-
chen: Wenn sich die Funktion V auf einer Umgebung N von O stetig fortsetzen ldsst und
die Menge O durch O = {x € N|V(x) < C} fiir ein C > 0 gegeben ist, so folgt die
Vorwérts—Invarianz von O aus den restlichen Annahmen von Satz 2.15. Die recht schwer
zu iiberpriifende Vorwérts—Invarianz lasst sich also durch eine viel leichter iiberpriifbare
Bedingung ersetzen.

Beweis: Betrachte ein € O, d.h. es gilt V(z) < C. Da O offen ist, liegt die zugehorige
Losung ®(t, z) zumindest fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0 in O. Sei T' > 0 der kleinste
Zeitpunkt mit ®(7T,x) ¢ O. Dann gilt nach dem obigen Beweis einerseits

V(®(T,z)) <r(T,V(z)) <V(z) <C. (2.15)

Andererseit gilt wegen der Stetigkeit von ® in t aber ®(T,x) € 00, woraus wegen der
Stetigkeit von V' die Gleichung
V(®(T,z))=C

gilt. Dies ist ein Widerspruch zu (2.15). o

Wenn man eine Lyapunov Funktion fiir einen Attraktor kennt, so braucht man diesen nicht
mehr numerisch zu ermitteln, da die Nullstellenmenge {x € X |V (z) = 0} den Attraktor
vollsténdig beschreibt. Da wir eine solche Funktion aber oft nicht kennen (fiir den Hénon—
Attraktor z.B. ist bis heute keine Lyapunov—Funktion bekannt), sind wir nach wie vor auf
numerische Simulationen angewiesen.

Wenn wir aber ein kontinuierliches (semi-)dynamisches System ¢ : R x X — X (also
mit T = R) numerisch approximieren, so erhalten wir als Approximation i.A. nur eine
Gitterfunktion auf einem diskreten (in dieser Vorlesung auch dquidistanten) Gitter, also
eine Abbildung ®: hNg x X — X. Zwar gibt es Methoden, die “Liicken” zwischen den
diskreten Approximationspunkten E’(ih,x) mittels geeigneter Interpolationsmethoden zu
schlielen, die so erhaltene Abbildung ist dann aber kein semidynamisches System auf ]R(T ,
da sie die Kozykluseigenschaft (1.2) nicht erfiillen kann (dies liegt daran, dass die Werte
®(t,z) fiir t # ih anders ermittelt werden als die Werte zur Zeit t = ih.)

Man muss eine numerische Approximation ‘f’h daher als eine Approximation der Ein-
schrinkung ®, : hNg x X — X auffassen. Wenn wir also dynamische Objekte mittels
numerischer Methoden approximativ bestimmen, so approximieren wir tatséchlich dyna-
mische Objekte fiir ®; und nicht fiir ®. Der folgende — im ersten Moment vielleicht etwas
iiberraschende — Satz zeigt, dass dies fiir Attraktoren kein Problem ist.

Satz 2.18 Betrachte ein kontinuierliches (semi-)dynamisches System ® : Rf x X — X und
die zugehorige zeitdiskrete Restriktion @ : hNg x X — X fiir einen beliebigen Zeitschritt
h > 0. Betrachte eine kompakte Menge A mit offener Umgebung B.

Dann gilt: Die Menge A ist genau dann ein Attraktor mit Stabilitdtsumgebung B fiir ¢
wenn sie ein Attraktor mit Stabilitdtsumgebung B fiir ®y, ist.
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Beweis: Falls A ein Attraktor fiir ® ist, so ist A auch ein Attraktor fiir ®;, da die Bedin-
gungen fiir Invarianz und asymptotische Stabilitét bzgl. @ fiir alle ¢ > 0 definiert sind, und
damit insbesondere auch fiir ¢t € hNy gelten.

Sei umgekehrt A ein Attraktor fiir ®;,. Wir zeigen zunéchst die asymptotische Stabilitét
bzgl. ®.

Wir beginnen mit der Vorwértsinvarianz von A bzgl. ®. Fiir jedes t > 0 gilt

also ist die Menge ®(¢, A) invariant unter ®;. Da ® stetig und ®(0,A) = A C B ist,
existiert ein 7' > 0 so dass @ (¢, A) C B ist fiir alle t € [0,T]. Fiir diese ¢ € [0, 7] folgt

H*(®(t, A), A) = H*(®p,(ih, ®(t, A)), A) < H*(®p(ih, B), A) — 0

fiir th — oo. Also folgt H*(®(t,A), A) = 0 und damit ®(¢t,A) C A fir ¢t € [0,T]. Per
Induktion iiber k zeigen wir nun ®(¢,A) C A fir alle ¢t € [0,kT]. Fir k£ = 1 ist die
Aussage bereits gezeigt. Fiir den Schritt k¥ — k + 1 geniigt es, die neu hinzukommenden
t € (kT,(k+1)T] zu betrachten. Unter der Induktionsannahme ®(t, A) C A fur ¢t € [0, kT
gilt
D(t,A) = O(t — kT, ®(kT,A)) C ®(t — kT, A) C A.
—_—— SN——
cA <T

Also erhalten wir ®(¢, A) C A fiir alle t € [0, k7] und alle £ > 0, d.h. fiir alle ¢ > 0. Daher

ist A vorwéirts invariant fiir ®.

Fiir die asymptotische Stabilitédt bleibt die Konvergenz H*(®(t, B),A) — 0 zu zeigen.
Aus der Stetigkeit von @ folgt fiir jedes ¢ > 0 die Existenz eines 6 > 0, so dass fiir jede
beschrinkte Menge D C X die Implikation

H*(D,A) <6 = H*(®(t,D),A)<¢e

fiir alle ¢ € [0, k| gilt. Sei nun ein beliebiges € > 0 gegeben und § > 0 wie oben. Da A ein
Attraktor fiir @y, ist, existiert ein T' > 0, so dass

H*(®(ih, B), A) < 6

gilt fiir alle i € Z mit ¢h > T Fiir jedes t > T wéhlen wir nun i(t) so, dass t € [i(t)h, (i(t)+
1)h] liegt. Dann folgt fiir alle ¢ > T' die Ungleichung

H*(®(t,B), A) = H* <<I><t —i(t)h, (I)h(z'(t)h,B)>,A> <e.

Da € > 0 beliebig war, folgt fiir t — oo damit die gewiinschte Konvergenz gegen 0, also die
asymptotische Stabilitéit.

Es bleibt zu zeigen, dass A ein Attraktor ist. Da A asymptotisch stabil mit Stabilitétsum-
gebung B ist, enthélt A nach Korollar 2.13(i) einen Attraktor A mit Stabilitdtsumgebung
B. Nach dem ersten Teil dieses Beweises ist A auch ein Attraktor fiir ®,. Also sind A
und A zwei Attraktoren fiir 5, mit gleicher Stabilitdtsumgebung, weswegen nach Korollar
2.13(i) A = A gelten muss. Daher ist A ein Attraktor fiir ®. 0
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Bemerkung 2.19 Fiir andere dynamische Objekte gilt diese starke Eigenschaft nicht,
z.B. fiir invariante Mengen (vgl. Ubungsblatt 3) oder fiir asymptotisch stabile Mengen, die
nicht invariant sind. Erst die Kombination “asymptotische Stabilitit 4+ Invarianz” macht
den Satz 2.18 moglich. a
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Kapitel 3

Gestorte Dynamische Systeme

In diesem Kapitel legen wir die analytischen Grundlagen fiir die Untersuchung des dyna-
mischen Verhaltens einer numerischen Approximation.

Bevor wir das Verhalten gestorter dynamischer Systeme genauer analysieren, betrachten
wir den Zusammenhang zwischen gestoérten Systemen und numerischen Approximationen
etwas genauer.

3.1 Numerik und Stérung
Zunéchst geben wir eine prézise Definition eines gestorten dynamischen Systems.

Definition 3.1 Gegeben sei ein (semi)-dynamisches System ® : T x X — X.
(a) Falls ® durch eine Differentialgleichung

mit X C R” erzeugt ist, so definieren wir das zugehdorige gestorte dynamische System als

&(t) = f(x(t) + w(t)
wobei
w € Wy i={w: R — W, |w ist stiickweise stetig},

wobei W, := {w € R"|||w|| < «a} ist. Die Losungen zu gegebenem Anfangswert z und
gegebener Storfunktion w bezeichnen wir mit ¥ (¢, z,w). Wie bei den dynamischen (bzw.
semidynamischen) Systemen nehmen wir an, dass sie fiir alle Zeiten t € T (bzw. t € T{)
existieren.

(b) Falls ® ein diskretes System mit T = hZ ist, so definieren wir das zugehorige gestirte
semidynamische System induktiv mittels

V(0,z,w) =z, V(t+h,z,w)=S(h,¥(t,z,w))+ hw(t),

wobei

we W= {w:hZ — W,}

25
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mit W, wie oben ist. Beachte, dass V¥ iiber die obige Iteration nur in Vorwirtszeit definiert
ist, was fiir unsere Zwecke aber ausreicht. |

Bemerkung 3.2 (i) Das gestorte dynamische System erfiillt ebenfalls eine Kozykluseigen-
schaft, allerdings in verallgemeinerter Form, némlich

U(t+s,z,w) =Wt V(s,z,w),w(s+")),

wobei w(s + ) die um s verschobene Funktion w bezeichnet, also w(s + -)(7) := w(s + 7).

(ii) Fir eine gegebene Funktion w € W, kann das Verhalten der Losung recht kompliziert
sein. Deutlich einfacher ist aber i.A. das Verhalten der Gesamtheit der Losungen fiir alle
w € W,. Wir fiithren fiir diese Menge die Bezeichnung

ot z) = |J (¥t zw0)}
wWEWq

ein. Im Folgenden werden wir vor allem Eigenschaften dieser (mengenwertigen) Funktion
U, untersuchen. ]

Was haben diese gestorten Systeme nun mit der Numerik zu tun? Um dies zu verstehen,
miissen wir eine Definition aus der Numerik 2 wiederholen.

Definition 3.3 Betrachte eine gewohnliche Differentialgleichung
o(t) = f(x(t)) (3.1)

im R™ mit Losungen ®(¢,z) des zugehorigen Anfangswertproblems sowie eine Approxi-
mation von ®(t,z) durch ein Einschrittverfahren ®;, (¢, x) (wir fassen die Losung als ein
(semi—)dynamisches System auf T = R und die Approximation als ein semidynamisches
System auf T = hZ auf).

(i) Das Verfahren heifit konsistent mit Konsistenzordnung p > 0, falls fiir jede kompakte
Menge D C R" eine Konstante FF > 0 existiert, so dass fiir alle x € D die Ungleichung

|@(h, ) — B (k)| < ERF

gilt.

(ii) Das Verfahren erfiillt die Lipschitz-Bedingung (in vielen Biichern auch Stabilitdtsbedin-
gung genannt), falls fiir jede kompakte Menge D C R"™ eine Konstante L > 0 existiert, so
dass fiir alle x1, 22 € D die Ungleichung

||(T)h(ha r1) — %h(f%ﬂh)” < (1+ Lh)||x1 — x2|
gilt. i
In der Numerik 2 [5] haben wir aus diesen Bedingungen die Konvergenz der Verfahren

gefolgert. Auch in dieser Vorlesung sind diese Bedingungen wesentlich, um das dynamische
Verhalten der numerischen Approximation zu untersuchen.
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Bemerkung 3.4 Wir werden uns im Folgenden immer auf eine kompakte Menge D C R"
einschrianken, in der wir das dynamische Verhalten untersuchen wollen, und nur solche
Losungen betrachten, die sich in dieser Menge aufhalten. Aus diesem Grunde werden wir
stets vereinfachend annehmen, dass die Konstanten E/ und L unabhéngig von D sind. Aus
dem selben Grunde nehmen wir vereinfachend an, dass das Vektorfeld f der zu Grunde
liegenden DGL (3.1) global Lipschitz stetig mit der gleichen Konstante L ist. O

Wir wollen nun diese numerischen Verfahren mit den gestérten dynamischen Systemen in
Beziehung setzen. Um dies formal zu fassen, benttigen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.5 (Einbettungslemma) Gegeben seien eine Differentialgleichung (3.1) sowie
ein Einschrittverfahren gemédf Definition 3.3. Die davon definierten semidynamischen Sy-
steme seien mit ® und ®; bezeichnet. die zugehorigen gestorten Systeme mit ¥ und ¥y,
Dann gilt:

(1) Fiir jeden Anfangswert x € R" existiert eine Storfunktion w € W, mit o = (1+Lh)ERP,
so dass die Gleichung N
(I>h(t7 LE) = \Il(t7 €L, w)

fiir alle t € hNg gilt. Insbesondere gilt also
ih(tﬁv) € ‘lloc(tu JJ)

fir alle ¢t € hNp.

(ii) Fiir jeden Anfangswert z € R" existiert eine Storfunktion w € W" mit a = ERP, so
dass die Gleichung N
O(t,z) = Yp(t,z,w)

fiir alle t € hNy gilt. Insbesondere gilt also
O(t,x) € Upo(t, )
fir alle t € hNp.
Beweis: (i) Wir zeigen zunéchst, dass fiir jedes z € R" ein w € W, mit a = (1 + Lh)EhR?
existiert, so dass die Gleichung
&, (h,z) = U(h, z,w) (3.2)
gilt. Zum Beweis dieser Gleichung setzen wir

Ax = (I)h(h’x)h_ (h, ) und y(t) = ®(¢,z) + tAx.

Damit gilt y(0) = z, y(h) = ®4(h,z) und

ly(t) — @, 2)|| < tl| Az < tERP.

Wir konstruieren nun ein w, so dass V(¢,z,w) = y(t) fir alle ¢t € [0, k] gilt. Dieses w ist
gegeben durch

w(t) = f(®(t,2) — fy(t) + Az,
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denn einerseits gilt

d
Ytz w) = f(U(t,z,w)) +w(t)

und andererseits gilt

%y(t) = [(®(tx)) + Az = f(y(t) + [(B(t, x)) — f(y(D) + Az = f(y(t)) + w(?D).

Also erfiillen ¥(¢,z,w) und y(t) die gleiche DGL mit gleichem Anfangswert in ¢ = 0,
weswegen sie fiir alle ¢ > 0 und damit insbesondere in ¢t = h iibereinstimmen miissen.

Um nachzuweisen, dass w € W, fiir a« = (1 + Lh)EhP gilt, iiberlegt man sich zuerst, dass
es reicht, w(t) fir t € [0, h) wie oben zu wihlen und w(t) = 0 fiir ¢ & [0, h) zu setzen, da
nur die Werte w(t) fiir t € [0, h) in der Berechnung von ¥ (h, z,w) eingehen (wir legen hier
immer das Lebesgue—Integral zu Grunde, bei dem man einzelne Punkte — hier also ¢t = h
— des Integrationsintervalls herausnehmen kann, ohne das Integral zu dndern). Wegen

lw @] = [l (@(t,2)) = fy(t)) + Az|| < Lt[[Az| + [[Az] < (1 + Lh)ERP?

fiir t € [0, h] folgt damit w € W, fiir das behauptete o = (1 + Lh)EhP. Damit ist (3.2)
bewiesen.

Zum Beweis der Behauptung fiir alle ¢ € hNy schreiben wir diese Zeiten als hi, ¢ € N, und
beweisen die Behauptung per Induktion iiber i. Fiir ¢+ = 1 ist die Behauptung bewiesen.
Nehmen wir also an, es existiert ein wi, so dass die Behauptung fiir ein ¢ € N gilt. Fiir
i+ 1 wihlen wir das w aus (3.2), wobei wir & durch ®;,(ih, z) ersetzen. Nun definieren wir

ein neues wy mittels
o w1 (t), t <ih
wa(t) = { w(t —ih), t>ih

Beachte, dass hiermit wy(t) = wi(¢) fiir alle ¢ < ih und we(ih + t) = w(t) fir alle t > 0
gilt, also w(ih + -) = w auf R{. Mit der Kozykluseigenschaft fiir ¥ und der Konstruktion
von w ergibt sich

O, ((i 4+ Dh,z) = ®pu(h, ®(ih,z))

= Op(h, V(ih,z,w1))

= W(h,U(ih,z,w),w)

= W(h,¥Y(ih,z,w2), wa(th+-)) = Y((i+1)h,z,w),

also die Behauptung fiir ¢ + 1.

(ii) Wie im Teil (i) zeigen wir die Behauptung zunéchst fiir ¢ = h. Dies folgt hier sofort
mit der Wahl _
_ @(h, iL‘) — q)h(hv .CC)

0) = .

w(0) .

Auf Grund der Konsistenz—Annahme ist wg € W, und die behauptete Gleichheit ist offen-
sichtlich. Nun ergibt sich die Behauptung analog zu Teil (i) mittels Induktion. U

Das erste Hauptziel dieser Vorlesung ist die Analyse des dynamischen Verhaltens von Ein-
schrittverfahren im Sinne von Definition 3.3, bzw. von den durch diese definierten semi-
dynamischen Systeme auf hNg. Das Einbettungslemma 3.5 wird dabei wesentlich sein, da
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wir zundchst das Verhalten der allgemeinen gestorten Systeme geméfl Definition 3.1 ana-
lysieren wollen und daraus auf das Verhalten der Einschrittverfahren schliefen wollen. Der
Grund fiir diese Vorgehensweise ist, dass sich die allgemeinen gestorten Systeme deutlich
leichter analysieren lassen als die numerischen Systeme, die man ja nach Lemma 3.5 auch
als spezielle gestorte Systeme auffassen kann. Im Rest dieses Abschnittes werden wir hierfiir
diverse Techniken zur Analyse gestorter Systeme entwickeln. Diese Resultate werden damit
die analytische Basis fiir unsere numerischen Untersuchungen bilden.

3.2 Dynamik gestorter Systeme

In diesem Abschnitt werden wir die wesentlichen Definitionen und Aussagen aus Kapitel
2 auf die gestorten dyamischen Systeme verallgemeinern. Viele Beweise kéonnen wir uns
hierbei sparen, weil sie vollig analog zu den Beweisen aus Kapitel 2 funktionieren.

Wir erinnern an die Definition von ¥, als
‘I/C\l(t7 x) = U {\Ij(tv xz, 'LU)}
wEWa
Analog zu dynamischen Systemen definieren wir fiir D C X die Menge
U, (t,D) = | Talt,2).
€D

Das schone an dieser Abbildug V¥, ist, dass diese nun wieder die einfachere Kozykluseigen-
schaft nichtgestorter (semi—)dynamischer Systeme erfiillt.

Lemma 3.6 Fiir jede Menge D C X und alle ¢, s € Tg gilt

U, (t + 5, D) = Uu(t, Ua(s, D)).

Beweis: Betrachte ein beliebiges s € T¢. Dann ist fiir jedes w € W, die Funktion w(s + -)
wieder in W,. Umgekehrt ist fiir je zwei Funktionen wq, wy € W,, die Funktion w(t) gegeben
durch

w(t) = wi(t),t < s und w(t+s) = ws(t),t >0

ebenfalls wieder in W,. Also folgt die Gleichheit
Wo ={w:R—-R"|w(t) =wi(t),t <s, wt+s)=uwa(t),t >0, wi,ws € Wy},

Damit folgt

Uo(t+s,D) = |J U {¥Et+s2w0)

2ED wEW,

- U U {U(t,¥(s,z,w),w(s+-))}

zED weEW,

— U U U {U(t,U(s,z,w1),w2)}

zED w1 EWo w2 EWq
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= U N t,U U {U(s,z,w1)},wo

waEWa z€D w1 €EWn

=W, (s,D)
= Vq(t, ¥a(s, D))
also die Behauptung. [

Nun kénnen wir dynamische Objekte fiir ¥, definieren.

Definition 3.7 (a—invariante Menge) Eine Menge D, C X heifit vorwdrts (oder posi-
tiv) a—invariant, falls die Inklusion

U, (t,Dy) C Dy, fiir alle t € T

gilt. Die Menge D,, heiit rickwdirts (oder negativ) a—invariant, falls
U, (t,Dy) D D, fiir alle t € T

gilt und sie heifit a—invariant, falls
VU, (t, Do) = D, fiir alle t € T

gilt. O
Wir illustrieren dies an einem Beispiel.

Beispiel 3.8 Betrachte die eindimensionale gestorte Differentialgleichung
z(t) = —z(t) + w(t).

Fiir diese DGL sind die Mengen
D, = [—a,q]

a—invariant.

Wir beweisen zunéchst die Vorwérts—Invarianz: Betrachte einen Punkt x € D,, eine
Storfunktion w € W, und die zugehorige Losung W(t;z,w). Wir nehmen an, es gebe
einen Zeitpunkt t* > 0, so dass U(t*;z,w) > « ist. Dann gibt es einen Zeitpunkt ¢ < t
mit U(t;z,w) < ¥(t*; 2, w) und V(t;z,w) > « fir alle t € [t;,t*]. Auf diesem Intervall

gilt dann

d
—U(t;z,w) = —VY(t;z,w) +w(t) <O0.
dt —_—— =

>a <a

Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt

\I’(t*vxa w) < \Ij(tla wi)7
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was der Wahl von t* und ¢; widerspricht. Also gilt
Ut z,w) < a,

und wegen der Symmetrie der Gleichung auch ¥(¢;z,w) > —a, also ¥(t;z,w) € D, und
damit ¥, (¢t; Dy) C D, fiir alle ¢t > 0.

Die Riickwéarts—Invarianz ergibt sich wie folgt. Fiir x € D, wéhle w,(t) = z. Dann gilt fiir
die Funktion y(t) = = die Gleichung

g(t) =0=—z4+2=—2+ w,(t) = —y(t) + wy(t).

Die konstante Funktion y(t) = x erfiillt also die DGL sowie die Anfangsbedingung y(0) = x
und stimmt daher mit ¥(¢; z, w,) iiberein. Also folgt

v.t:Da)= | U @tz w)} 2 | {(¥tz,w)} = | {2} =Da

rED WEW, €D, €D,

fir alle ¢ > 0 und damit die Riickwérts—Invarianz. O

Bemerkung 3.9 Fiir ungestorte dynamische Systeme konnten wir die Invarianzeigen-
schaften alternativ mittels des Verhaltens in Riickwértszeit charakterisieren, vgl. Bemer-
kung 2.2 (ii) und (iii). Fiir die gestorten Systeme gilt diese alternative Darstellung der
nicht, selbst wenn die Losungen in Riickwértszeit eindeutig existieren.

In Beispiel 3.8 kann man z.B. fiir die Stérfunktion w(7") = 0 leicht die expliziten Losungen
U(t;2,0) = e ta errechnen. Jede Losung ¥(¢;z,0) mit € D, und x # 0 divergiert also in
Riickwirtszeit gegen oo oder —oo und verlédsst damit die (geméf der obigen “Vorwérts”—
Definition invariante) Menge D,, fiir hinreichend kleines ¢ < 0. O

Definition 3.10 (a—asymptotische Stabilitit, a—Attraktor)
(i) Eine kompakte Menge A, C X heifit a—asymptotisch stabil, falls sie vorwirts a—
invariant ist und eine offene Umgebung B von A, existiert, so dass die Konvergenz

lim H*(W,(t, B), A) = 0

t—o0
gilt. Die Menge B wird auch hier Stabilitdtsumgebung genannt.

(ii) Eine kompakte Menge A, C X heift a—Attraktor, falls sie a—asymptotisch stabil und
a—invariant ist. O

Beispiel 3.11 Tatséichlich sind die Mengen D, aus Beispiel 3.8 a—Attraktoren fiir jede
beliebige beschriankte offene Umgebung B von D,. Dies kann man direkt nachweisen,
eleganter ist es allerdings, hierfiir Lyapunov-Funktionen zu verwenden. Wir kommen auf
dieses Beispiel zuriick, wenn wir den dafiir nétigen Satz formuliert haben. a

Fiir die hier definierten “a—Objekte” gelten alle Aussagen aus Abschnitt 2.2 analog, wenn
sie geeignet an ¥, angepasst werden. Die folgenden Resultate sind daher vollig analog zu
denen aus Abschnitt 2.2.
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Satz 3.12 Gegeben sei eine a—asymptotisch stabile Menge A, mit Stabilitdtsumgebung B.
Dann ist die Menge A, genau dann ein a—Attraktor, wenn sie die minimale a—asymptotisch
stabile Menge mit Stabilitédtsumgebung B ist, d.h., wenn fiir jeder weitere a—asymptotisch
stabile Menge A} mit Stabilitatsumgebung B die Inklusion A4, C A} gilt.

Beweis: Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Satz 2.10, wobei man lediglich
benotigt, dass die Stetigkeit von ¥ in x auf kompakten Mengen gleichgradig in w ist (d.h.,
das ¢ in der e-d—Formulierung der Stetigkeit kann unabhéngig von w € W, gewahlt wer-
den). Diese Eigenschaft erhélt man fiir Differentialgleichungen aus dem Gronwall-Lemma,
aus dem folgt, dass die Stetigkeitseigenschaften der Losungen der gestorten DGL nur von
der Lipschitz—Konstante von f anhidngen. Fiir diskrete Systeme folgt die Eigenschaft per
Induktion.

Der Vollstdndigkeit halber geben wir hier den ausfiihrlichen Beweis an, er ist aber tatséichlich
vollstéindig identisch zum Beweis von Satz 2.10:

Nach Voraussetzung ist A, vorwéarts a—invariant und a—asymptotisch stabil. Die Menge A, ist also
genau dann ein a—Attraktor, wenn sie negativ a—invariant ist, also W, (t, A,) D A, fiir alle t € T
gilt. Wir beweisen die zur Behauptung édquivalente Aussage

A, ist nicht negativ a—invariant < A, ist nicht minimal.

Wir zeigen zunichst die Aussage “A, nicht negativ a—invariant = A, nicht minimal”:

Sei A, nicht negativ a—invariant. Dann gibt es t* > 0 so dass A% = U, (t*, A,) 2 A, gilt. Da
A, nach Definition vorwirts a—invariant ist, ist A% = ¥, (t*, A,) C A,, also ist A eine echte
Teilmenge von A, . Zudem ist A}, vorwérts a—invariant, denn fiir jedes ¢ > 0 gilt

o

Uo(t,AL) = Ua(t, Ua(th, An)) = Ua(t + 17, An) = T (t", Ua(t, Aa)) C o (th, Ay) = A
——

CAq
Sei nun beliebiges t > t* gegeben. Dann gilt
H* (U, (t,B), AL) = H* (U, (t", U, (t — t*, B)), Uu(t*, An)).

Nun gilt H*(V,(t — t*, B), Ay) — 0 fiir ¢ — co. Da U stetig ist und ¥, (¢t — t*, B) beschrinkt ist,
ist U(t*, -, w) gleichméBig (in ) und gleichgradig (in w) stetig auf einer kompakten Umgebung von
B. Daraus folgt

H* (U, (t*, U, (t —t*,B)), ¥, (t", Ay)) — 0

fiir t — oo, also auch H* (U, (¢, B), A%) — 0. Wir haben damit fiir A% alle notwendigen Eigenschaf-
ten flir eine asymptotisch stabile Menge nachgewiesen, und da A% C A, ist, ist A, folglich keine
minimale asymptotisch stabile Menge.

Nun zeigen wir die umgekehrte Aussage “A, nicht minimal = A, nicht negativ a—invariant”:
Sei A, nicht minimal, d.h., es gibt eine a—asymptotisch stabile Menge A% C A, mit Stabilitdtsum-
gebung B und A # A,. Dann gilt H*(A,, A%) > 0. Also folgt mit der umgekehrten Dreiecksun-
gleichung
H*(An, Uo(t, An)) > H* (Ao, AL) — H* (U, (t, An), AL) .
>0 —0

Fiir hinreichend grofies ¢ > 0 folgt also H*(A,, Vo (t, An)) > 0 und damit ¥, (¢, A,) # Aq, womit
A, nicht negativ a—invariant ist. U




3.2. DYNAMIK GESTORTER SYSTEME 33

Definition 3.13 Eine kompakte Menge C, C X heifit a—absorbierende Menge, falls ein
T > 0 existiert, so dass W, (t,Cy) C int C, gilt fiir alle ¢ > T, wobei “int C,” das Innere
der Menge C, bezeichnet. a

Satz 3.14 Jede a—absorbierende Menge C, C X enthilt einen a—Attraktor A, C int Cy,
mit Stabilitdtsumgebung B = int C. Dieser Attraktor ist gegeben durch

Ao = [ ¥alt,Co)

s>0t>s

Beweis: Wiederum ist der Beweis vollig analog zu seinem “ungestorten” Gegenstiick (Satz
2.12), wobei man ®(t, D) durch ¥, (¢, D) ersetzt. In diesem Beweis benotigt man, dass fiir
kompakte Mengen D C X das Bild

J 9. D)

tE[Tl ,TQ]

kompakt ist. Fiir diskrete Systeme lésst sich dies leicht per Induktion beweisen, fiir gestorte
Differentialgleichungen ist dies allerdings ein tiefliegendes Resultat, dessen Beweis wir hier
nur skizzieren wollen:

Mit einer geeigneten Metrik (der sogenannten schwach*~Metrik) versehen, wird die Menge
W, eine kompakte Teilmenge des Funktionenraums L (R,R™). Der schwierige Teil des
Beweises (er findet sich z.B. in [2]) besteht nun darin, zu zeigen, dass die Losungen ¥ (t, z, w)
bzgl. dieser schwach*Metrik auf W, stetig von w abhingen. Damit folgt die Kompaktheit
der obigen Menge, da sie gerade das Bild der kompakten Menge [T1, 73] x D x W, unter
einer stetigen Abbildung ist.

Aus Griinden der Vollstédndigkeit hier der ausfiihrliche Beweis, der wiederum direkt aus dem un-
gestorten Fall, also von Satz 2.12, iibernommen wurde:

Zun#chst einmal muss man sich iiberlegen, dass A, nicht leer ist. Betrachte ein x € C, und ein
w € Wy. Da U(t,z,w) € ¥o(t,Cq) C int Cy ist fiir ¢ > T, ist U(¢, 2, w) beschrénkt und besitzt
damit einen H&ufungspunkt, der fiir alle s > 0 in | J,~, o (t, Cq) liegen muss. Daher ist A, nicht
leer. B

Als néchstes zeigen wir, dass A, in int C,, enthalten ist. Hierzu zeigen wir zunéchst die Inklusion

Uvat.Ca)C |J Talt,Ca) (3.3)

t>T te[T,27T)

Dies folgt aus der Tatsache, dass fiir beliebige ¢ > 0 die Inklusion

Vot +T,Co) =V (t, ¥ (T,Cy)) CUu(t,Co)

gilt, weswegen per Induktion auch die Inklusion ¥, (t + nT,C,) C ¥, (t,C,) fur alle n € N gilt.
Damit folgt (3.3). Da ¥, (t,C,) C int C,, fiir jedes ¢ € [T, 2T gilt, gilt

U wat,Co) cintC,

te[T,27)
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und weil Ute[T,QT] U, (t,C) nach der Voriiberlegung am Anfang des Beweises kompakt ist, folgt mit
(3.3)

Uvat.Ca)S | Tat.C)= |J ¥alt,Ca) CintCa
t>s te(T,2T) te[T,2T)

fiir alle s > T, womit auch der Schnitt A, in int C,, liegt.

Wir zeigen nun die a—Attraktoreigenschaften fiir A,, ndmlich a—Invarianz und a—asymptotische
Stabilitét.

Zur a—Invarianz: Beachte zunichst, dass fiir jedes 7 € T+ die Gleichung
Aa = ﬂ U \I’a(taca) = ﬂ U \I/a(t7ca)
s>0t>s s>Tt>s
gilt, da die Mengen, die hier geschnitten werden, fiir wachsende s kleiner werden.

Fiir ein beliebiges 7 € T gilt nun

Uo(r,Aa) = U|r (YUTPltCo)| = ()T |7 Talt.Ca)

s>0t>s s>0 t>s
= NU%rv(t.C)) = N ¥alr+6,C)
s>0t>s s>0t>s
= N Uwalt.C) = 4o

s>Tt>s
Zur a—asymptotischen Stabilitit: Angenommen, diese Eigenschaft gilt nicht. Dann gibt es ein € > 0
sowie Folgen z, € B, w,, € W, und t,, — oo, so dass

d(¥ (t, Tn,wy), Ay) > ¢ fiir alle n € N. (3.4)
Da U(t,, x,, w,) € Cy, liegt, gibt es einen Haufungspunkt y dieser Folge, fiir den

ye [JTalt.Co)
t>s
fiir alle s > 0 gelten muss. Also liegt y € A,, und nach Dreiecksungleichung gilt
d(qj(tna Tn, wn)7 Aoz) < d(\IJ(tn; T, wn)a y) + d(% Aa) = d(\IJ(tn, Ln, wn)a y)
——
=0

Da y ein Haufungspunkt der Folge W(t,,,z,,w,) ist, gibt es eine Teilfolge t,,; — oo mit der Eigen-
schaft d(W(t,,,2n;,wn,),y) — 0. Also folgt

d(\I/(tng ) l’nj ) wnj)? A) S d(\I/(th ) I’nj ) wnj )7 y) - 03
was (3.4) widerspricht. U

Wie im ungestorten Fall konnen wir zwei Konsequenzen der vorangegangenen Sétze zu-
sammen fassen.

Korollar 3.15 (i) Jede a—asymptotisch stabile Menge enthélt einen a—Attraktor mit der
gleichen Stabilitdtsumgebung.

(ii) Fiir jede offene Menge O C X und jedes o > 0 gibt es hochstens einen a—Attraktor
mit Stabilitdtsumgebung B = O.
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Beweis: Vollig analog zum Beweis von Korollar 2.13. 1l

Auch das Konzept der Lyapunov—Funktionen lésst sich direkt auf die gestorten Systeme
iibertragen. Es gilt der folgende Satz.

Satz 3.16 Gegeben sei ein a > 0, eine kompakte Menge A,, eine vorwérts a—invariante
offene Menge O C X mit A, C O und eine stetige Funktion V, : O — R mit der folgenden
Eigenschaft:

Es existieren Funktionen aq, as € Ky mit
a1(d(z, Aa)) < Va(z) < a(d(z, Aq))

fir alle z € O.

Dariiberhinaus existiere eine lokal Lipschitz stetige Funktion g : R — R mit g(r) > 0 fiir
r >0 und g(r) =0 fiir » <0, so dass eine der folgenden Eigenschaften gilt:

(a) Falls ¥ ein durch eine gestorte Differentialgleichung #(t) = f(z(t)) + w(t) erzeugtes
(semi—)dynamisches System mit T = R und X C R" ist, so sei V, stetig differenzierbar
und es gelte

max DV (z)(f(z) +w) < —g(Va(z)) (3.5)

weR, [Jw||<a
fir alle x € O.

(b) Falls ¥ ein durch ein ® : T x X — X erzeugtes diskretes gestortes (semi)—dynamisches
System mit T = hZ und X C R" ist, so gelte

max  Vg(®(h,x) + hw) < Vo (z) — hg(Va(z)) (3.6)

weR™, [u<a

fir alle z € O.

Dann ist A, eine a—asymptotisch stabile Menge, wobei als Stabilititsumgebung B jede
beschriinkte offene Teilmenge B C O mit A, C B gewihlt werden kann. Die Funktion V,
bezeichnen wir als a-Lyapunov—Funktion.

Beweis: Auch hier verlduft der Beweis vollig analog zum ungestorten Fall (Satz 2.15).

Wir beweisen zuerst den kontinuierlichen Fall T = R. Wir wéhlen ein beliebiges z € O und w € W,
und schreiben kurz V,,(t) = Vo (¥ (¢, z,w)) fiir ¢ > 0. Aus (3.5) folgt dann

Va(t) < —g(Va(t)). (3.7)

Wir betrachten nun die Funktion r(t;rg), die als Lésung der Differentialgleichung

i(t) = —g(r(t)) (3.8)

mit Anfangswert ro > 0 zur Anfangszeit ¢ty = 0 definiert ist. Diese Funktion ist exakt die gleiche
Funktion wie im Beweis von Satz 2.15, es gilt also r(t;79) — 0 fiir ¢ — oo, r(t;r1) < r(t;re) fiir alle
t > 0 und alle r; < ry und

Valt) < r(t: V() (3.9)

fiir alle ¢t > 0.
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Alle benétigten Eigenschaften der a—asymptotischen Stabilitit von A, folgen jetzt aus (3.9). Falls
x € Ag liegt, so gilt Vi, (z) < as(d(z, Ay)) = a2(0) = 0. Damit folgt fiir ¢ > 0 die Ungleichung

Vo (U(t, z,w)) < r(t; Vol(z)) =r(t;0) = 0.

Also gilt
d(U(t, z,w), Ay) < a7 ' (Vo (¥ (t, z,w))) = a7 1(0) = 0

und damit U(t, z,w) € A fiir alle t > 0. Da dies fiir alle w € W, gilt, folgt daraus die Vorwirts—a—
Invarianz.

Sei nun B C O eine beschrénkte offene Menge mit A, C B. Dann gilt sup,cp d(z, Ay) =: M < cc.
Damit folgt

H (U1, B), As) < sup sup d(¥(t,2,w), Ay)
rEB weW,

sup sup a; (Vo (¥(t, z,w)))
TEB wEW,,

sup ay ' (r(t; Va(x)))
z€B

< sup oy (r(6 02(d(z, Aa)))
< oyl (r(t (M) — 0

IN

IN

fiir t — oo, wobei wir in der letzten Ungleichung die Monotonieeigenschaft von r und die Monotonie
von afl und as verwendet haben. Dies zeigt die asymptotische Stabilitét.

Im zeitdiskreten Fall argumentiert man mit den gleichen Modifikationen wie im Beweis von Satz
2.15 fiir ungestorte Systeme. U

Beispiel 3.17 Wir beweisen nun die in Beispiel 3.11 aufgestellte Behauptung, dass die
Mengen
A = [—Oé, Ot]

Attraktoren fiir die gestorte DGL
z(t) = —z(t) + w(t)

aus Beispiel 3.8 sind.

Die a—Invarianz wurde bereits in Beispiel 3.8 gezeigt, es bleibt, die a—asymptotische Sta-
bilitéit zu zeigen. Hierzu betrachten wir die Funktion

(r—a)? 2z > «
Va(.’B) = 0, ’.CE‘ < o
(r+a)? z < -«
Zunéchst beobachten wir, dass V,, wegen
20 —a), = > «
DVy(z)=« 0, lz] < «
2+ a), z < -«

tatsiichlich (einmal) stetig differenzierbar ist. Auflerdem gelten offenbar die in Satz 3.16

benétigten Schranken mit aq(r) = az(r) = r2.
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Nun unterscheiden wir drei Falle

(1) Fiir x > o gilt

DV (2)(f(z)+w) = 2(x—a)(—z+ w)

—22% 4 20z + 22w — 20w

—2(x — a)? — 2za + 20 4 27w — 20w
= 2z —0a)? =2z - a)a+ 2z — a)w.

Hier wird das Maximum fiir w € [—a, a] in w = o angenommen, es folgt also

max DV, (z)(f(x) + w) = =2V, (z) —2(z — a)a + 2(x — a)a < =2V, (z).

|lw|<a

=0
(2) Fir < —a gilt

DV, (z)(f(z) +w) = 2(z+ a)(—z+ w)

—22% 4 20z + 22w + 20w

—2(z 4+ @)? + 2za + 202 + 2zw + 20w
= 2z+a)+2z+a)a+2z+a)w.

Hier wird das Maximum fiir w € [—a, a] in w = —a angenommen, es folgt also

max DV, (z)(f(x) + w) = =2V (z) +2(z + a)a + 2(x + o) (—a) < =2V, (z).

lw|<a

=0
(3) Fiir z € A, (also |z| < ) gilt DV, (z) = 0 und damit
DV, (2)(f(z) +w) =0 = —2V,(x)

fir alle w € [—a, af.

In allen drei Féllen erhalten wir also mit der Wahl g(r) = 2r die Ungleichung (3.5). Daher
ist V, eine a—Lyapunov Funktion, weswegen A, a—asymptotisch stabil ist. a

Tatsédchlich kénnte man jetzt fortfahren und auch das letzte Resultat aus Abschnitt 2.2 —
nédmlich Satz 2.18, der besagt, dass Attraktoren unter Diskretisierung erhalten bleiben —
fiir gestorte Systeme formulieren. Da wir diesen Satz fiir gestorte Systeme im Folgenden
aber nicht bendtigen, sparen wir uns diese Arbeit.

Statt dessen iiberlegen wir uns zum Ende dieses Abschnittes, welche Folgerung wir aus der
Existenz von a—asymptotisch stabilen Mengen fiir unsere numerischen Approximationen
ziehen kénnen. Die Antwort liefert der folgende Satz.

Satz 3.18 Betrachte eine DGL (3.1) und ein zugehoriges Einschrittverfahren gemifl Defi-
nition 3.3 fiir eine beliebige aber feste Schrittweite A > 0. Dann gilt:

(i) Falls das gestorte System ¥, eine a—asymptotisch stabile Menge A, mit Stabilitédtsum-
gebung B fiir @« = (1 + Lh)EhP besitzt, so ist A, ebenfalls eine asymptotisch stabile
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Menge fiir das numerische System ED;L. Insbesondere besitzt th einen Attraktor Z?Z mit
Stabilitdtsumgebung B und A} C A,.

(ii) Falls das gestorte numerische System \T/h’a eine a—asymptotisch stabile Menge Zh,a
mit Stabilitdtsumgebung B fiir o = EhP besitzt, so ist /Th’a ebenfalls eine asymptotisch
stabile Menge fiir die Zeit—h—Abbildung ®; des kontinuierlichen Systems ®. Insbesondere
besitzt das kontinuierliche System @ einen Attraktor A* mit Stabilitdtsumgebung B und
A* C Amh-

Beweis: (i) Nach dem Einbettungslemma 3.5 gilt fiir jede Menge D C R™ die Gleichung
®(t, D) € Walt, D)

fiir alle t € hNp. Hieraus folgt sofort die Vorwérts—Invarianz von A, bzgl. ®),. AuBerdem
folgt aus der Inklusion fiir jede beliebige kompakte Menge C' C R™ die Ungleichung

H*(®),(t, D), C) < H*(Uu(t, D), C)

fiir alle t € hNy. Also folgt die Konvergenz H*(®y(t, B), A) — 0 sofort aus der a—
asymptotischen Stabilitdt. Damit ist A, asymptotisch stabil fiir ®,. Die Existenz von
Aj folgt nun sofort aus Korollar 2.13(i).

(ii) Die asymptotische Stabilitéit von Zh’a bzlg. @5, folgt ganz analog zum Teil (ii). Nach
Korollar 2.13(i) existiert also ein Attraktor A fiir ®;, der nach Satz 2.18 ebenfalls ein
Attraktor fiir @ ist. [

Zu beachten ist bei diesem Satz, dass beide Aussagen fiir die numerische Simulation wertvoll
sind: Aussage (i) besagt, dass wir asymptotisch stabile Mengen in der numerische Appro-
ximation entdecken kénnen, wihrend Aussage (ii) ein numerisches Kriterium liefert, mit
dessen Hilfe wir auf die Existenz einer asymptotisch stabilen Menge fiir das kontinuierliche
System schlieen kénnen.

Dieser Satz kann als Startpunkt unserer weiteren Untersuchungen verstanden werden.
Wenngleich der Satz relativ starke Aussagen macht, so hat er doch den grofien Nachteil,
dass seine Voraussetzungen (namlich die Existenz von a—asymptotisch stabilen Mengen)
nur sehr schwer zu iiberpriifen sind. Unsere Hauptziele in den folgenden Abschnitten sind
also die folgenden:

e Die Herleitung einfacher Bedingungen, aus denen die Existenz a—asymptotisch sta-
biler Mengen folgt.

e Die Klidrung der Beziehung zwischen a-asymptotisch stabilen Mengen A, (bzw. Zh,a)
fiir die gestorten Systeme W, (bzw. ¥}, o) und asymptotisch stabilen Mengen A (bzw.
Ap) fiir das zugehorige ungestorte System ® (bzw. ®p,).

e Die Entwicklung geeigneter analytischer Methoden, um diese Fragen “elegant” zu
beantworten.

Zur “Bearbeitung” dieser Punkte werden wir insbesondere quantitative Aspekte der asym-
ptotischen Stabilitit bendtigen, die wir bisher noch gar nicht beriicksichtigt haben. Diese
fithren wir im folgenden Abschnitt ein.
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3.3 Attraktionsraten

Wir betrachten in diesem Abschnitt die gestorten Systeme W, fiir @ > 0. Beachte, dass
wir Wg mit ® identifizieren kénnen, der Fall o = 0 entspricht also gerade dem ungestorten
System. Alle Definitionen und Resultate in diesem Abschnitt gelten also insbesondere fiir
ungestorte Systeme.

Bisher haben wir in der a—asymptotischen Stabilitdt nur angenommen, dass der Abstand
H*(Va(t, B), Aa)

gegen Null konvergiert. Wir wollen nun ein Maf} dafiir einfiihren, wie schnell dieser Abstand
gegen Null konvergiert. Dazu dient die folgende Funktionenklasse.

Definition 3.19 Wir definieren die folgende Klasse von Funktionen

B ist stetig, B(-,t) € Koo fiir jedes t > 0
KL:=<( B:Rf xRf — Ry | und §(r,t) ist streng monoton fallend in ¢
mit limy_, B(r,t) = 0 fiir jedes r > 0

Abbildung 3.1 veranschaulicht eine typische KL—Funktion.

B(r,t) B(r,t)

0,0y r 0,0 t

Abbildung 3.1: Typische KL-Funktion 3

Definition 3.20 (Attraktionsrate) Gegeben sei eine a—asymptotisch stabile Menge A,
mit Stabilitdtsumgebung B. Eine Funktion 5 € KL heifit Attraktionsrate von A,, wenn fiir
alle z € B die Abschiatzung

H* (U, (t,x), Ag) < B(d(z, An),t)

gilt. a

Das folgende Lemma zeigt, dass jede a—asymptotisch stabile Menge eine Attraktionsrate
in obigem Sinne besitzt.

Lemma 3.21 Jede a—asymptotisch stabile Menge A, besitzt eine Attraktionsrate 8 € KL.
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Beweis: Fiir jedes > 0 betrachten wir die Menge B, aller Punkte in B mit Abstand < r

von Ag, also
B, :={z € Bld(z,A,) <r}.

Wir definieren zunéchst eine Hilfsfunktion B mittels

B(r,t) := sup H* (Vo (s, Br), Ag).

s>t

Fiir diese Funktion beweisen wir die folgenden Eigenschaften:

(i) H*(Wa(t, ), Aa) < B(d(z, Aa),t)

(ii) B(0,t) = 0 fiir alle t > 0

) H
)

(iif) A ist monoton wachsend in r

(iv) /3 ist monoton fallend in ¢ mit 3(r,t) — 0 fiir t — co
) B

(v

Zu (i): Sei x € B mit r = d(z, Ay). Dann gilt € B, und damit

1st stetig

H*(Uo(t,x), Aa) < H* (Uo(t, B,), Ag) < sup H* (U (s, B,), Aa) = B(r,t) = B(d(z, Ay), 1).

s>t

Zu (ii): Offenbar ist By = A,. Da A, vorwérts a—invariant ist, folgt also
U, (t, By) C A,
und damit
H*(V,(t,By),As) =0
fiir alle ¢ > 0. Dies zeigt die Behauptung.
Zu (iii): Fir o > ry gilt Uy (¢, By,) 2 Y4 (t, By, ) und damit

H*(Wa(t, By,), Aa) 2 H* (Va(t, Br,), Aa)
fiir alle ¢ > 0. Diese Ungleichung iibertrigt sich auf das Supremum iiber ¢, also auf 3.
Zu (iv): Fiir to > t; gilt offenbar
B(r, ta) = sup H*(¥o(s, By), Aa) < sup H* (U (s, By), Aa) = B(r, 1),

s>to s>ty

also die behauptete Monotonie von § in t. Aus H*(U,(t, B,), Ay) — 0 fiir t — oo folgt
auch
sup H* (¥, (s, B;), Aq) — 0

s>t
fiir t — oo und damit 5(r,t) — 0 fiir ¢ — oo.

Zu (v): Wir wihlen ein beliebiges ro > 0 und zeigen die Stetigkeit fiir alle £ > 0 und alle
r € [0,70]. Da 79 > 0 beliebig ist, folgt damit die Stetigkeit fiir alle » > 0. Zum Beweis der
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Stetigkeit zeigen wir, dass fiir jedes € > 0 ein §; > 0 existiert, so dass fiir alle t1,t2 > 0 und
alle 71,79 € [0,79] mit |[t; — t2] < J. und |r; — 2| < 6. die Ungleichung

B(r1,t1) = Blra,t2)| < e (3.10)

gilt.

Sei also ein beliebiges ¢ > 0 gegeben. Da A, asymptotisch stabil ist, folgt die Existenz
einer Zeit T, > 0, so dass

H*(\Ija(t’ BT)7AOC) S H*(‘lla(ta Bro)vAOc) S 5/2

gilt fiir alle r € [0, 7] und alle t > T. Daraus folgt fiir alle ¢1,ts > T und alle 1, r2 € [0, 7]
die Ungleichung

|H*(\I]a(t17 Bm)vAoa) - H*(\Iloa(tQuBrz)7Aa)’ <e.

Wegen der gleichméBigen Stetigkeit von ¥, auf [0,7.] x B,, existiert nun ein 6. > 0, so
dass die Ungleichung
H*(\Ila(tla Brl)a \I/a(t% Brg)) <e

gilt fiir alle ¢1,ts € [0,7- + d.] und alle r1,79 € [0,79] mit |t; — to] < d- und |r1 — o] < de.
Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung ergibt sich

H*(\Ija(tlan)aAa) - H*(‘Ijoz(tZaBrg)vAa) < H*(\I’a(tlaBrl)y\I’a(tZ’Brg)) <e

was wegen der Symmetrie der Abschétzung auch fiir den Betrag gilt.

Folglich erhalten wir
[H*(Wa(t1, Br,), Aa) — H*(Wa(t2, Bry), Aa)| < e

fiir alle ¢1,t2 > 0 und alle 71,79 € [0, 7] mit |t — ta| < de und |rqy — ra| < 0. Hieraus folgt
(3.10), denn fiir alle diese t1,to,r1, o gilt

B(tlarl) - B(t27742) S sup H*(\IIQ(SMB?j)aAa) — sup H*(\Ija(827BT2)aAa)

s1>t1 Sa2>t2
= sup H*(Vu(s1,Br,), Aa) — sup H*(Vy(s2 + (t2 — t1), Bry), Aa)
51>t s22>11

ZH*(\IJOL (51+(t2_t1)7BT2),Aa)

< sup H*(\Ila(sth)vAoc) - H*(\Ila(sl + (tQ - tl)yBr1)7Aa)
s12t1
< g

da |s1 — <(31 + (t2 —t1)> | < dc ist. Wiederum aus Symmetriegriinden gilt diese Ungleichung
auch fiir den Betrag \B(tl,rl) — B(tg, r2)|, woraus (3.10) folgt.

Unser f3 erfiillt mit den Eigenschaften (i)—(v) alle Eigenschaften einer £-Funktion, mit
AusnahmeAder geforderten strengen Monotonieeigenschaften. Wéhlen wir nun eine beliebige
Funktion 8 € KL und setzen

,3(7“, t) = B(Ta t) + B(T’, t)v
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so bleiben (i)—(v) erhalten. Zusétzlich ist § streng monoton und ist damit eine geeignete
Attraktionsrate. 1l

Der Attraktionsratenformalismus erlaubt eine dquivalente Formulierung der a—asymptoti-
schen Stabilitét.

Satz 3.22 Gegeben sei eine kompakte Menge A, mit beschrinkter offener Umgebung
B. Dann ist A, genau dann a—asymptotisch stabil mit Stabilitdtsumgebung B, falls eine
Attraktionsrate 8 € JCL im Sinne von Definition 3.20 existiert.

Beweis: Falls A, a—asymptotisch stabil ist, so existiert § geméfl Lemma 3.21. Falls um-
gekehrt eine Attrraktionsrate 0 € KL existiert, so folgt fiir jede Menge D C B die Unglei-

chung
H*(Wa(t, D), Ag) < BH(D, Aq), 1).

Insbesondere gilt also
H* (Wt Aa), An) < BH(D, Au),t) = B0, ) = 0
fiir alle £ > 0, woraus die vorwérts a—Invarianz von A, folgt und
H* (W, (t, B), A) < B(H*(B, Aa),1) — 0

fiir ¢ — oo, woraus die Konvergenzeigenschaft folgt. U

Zu beachten ist insbesondere, dass aus der Existenz einer Attraktionsrate auch die vorwérts
a—Invarianz folgt, diese muss also nicht mehr gesondert vorausgesetzt werden.

Eine besonders schone Form der Attraktionsraten erhilt man, wenn die Raten selbst wieder
durch eine Differenzialgleichung und damit durch ein semi—dynamisches System gegeben
sind.

Definition 3.23 Eine Funktion p € KL heifit dynamisch, falls eine stetige und auf (0, co)
lokal Lipschitz—stetige Funktion g : R — R mit g(r) > 0 fiir » > 0 und g(r) =0 fiir » < 0
existiert, so dass p die Losung des eindimensionalen Anfangswertproblems

1) = —g(u(r0), plr,0) =

ist. Mit LD bezeichnen wir die Menge der dynamischen KL-Funktionen. o

Bemerkung 3.24 Beachte, dass wir hier nur lokale Lipschitz Stetigkeit fiir » € (0, 00)
angenommen haben. Der iibliche Eindeutigkeitssatz garantiert daher nur solange die Ein-
deutigkeit der Losungen u, solange sie sich im positiven Bereich aufhalten. Da p als L
Funktion allerdings fiir » > 0 streng monoton fallend in ¢ ist und nach unten durch 0
beschrankt ist, muss jede Losungen fiir » > 0 fiir alle Zeiten positiv bleiben, weswegen wir
Eindeutigkeit fiir alle ¢ > 0 erhalten. m

Das folgende Lemma besagt, dass wir 0.B.d.A. annehmen kénnen, dass jede Attraktionsrate
[ durch eine LD-Funktion erzeugt wird.
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Lemma 3.25 Fiir jede Funktion § € KL existiert eine Funktion p € KLD und eine
Funktion o € K, so dass die Ungleichung

Br,t) < pla(r),t)

fiir alle ¢, > 0 gilt. Die Funktion o kann hierbei sogar auf R stetig differenzierbar gew#hlt
werden, also aus C*°(R*,R)

Beweis: Da der Beweis zum einen sehr technisch und zum anderen nicht konstruktiv ist,
geben wir hier nur eine Skizze:

Schritt 1: Zunéchst iiberlegt man sich, dass man fiir jede K —Funktion ¢ beliebig nahe

an o liegende Koo—Funktionen oy, o* € C*°(R™,R) finden kann, die die Ungleichungen
o«(r) < o(r) <o*(r)

fiir alle 7 > 0 sowie o’ (r) > 0 und o*'(r) > 0 fiir alle r > 0 erfiillen. Dies ist in Lemma B.2.1

in [6] genauer ausgefiihrt.

Schritt 2: Den Kern des Beweises bildet ein technisches Resultat aus dem Artikel [9]. Die
Proposition 7 in diesem Artikel besagt, dass fiir jedes # € KL Funktionen o1, 02 € K&
existieren, so dass die Ungleichung

B(r,t) < a1(oa(r)e™)

fiir alle r,¢ > 0 gilt. Nach Schritt 1 kénnen wir annehmen, dass oy und o2 aus C*°(R™, R)
sind.

Schritt 3: Wir definieren nun die Funktionen p und o mittels
p(r,t) = o1(oy (r)e™) und o(r) = a1(o2(r)).

Dann gilt
wo(r),t) = o1(oy (o1(02(r)))e™") = o1(oa(r)e™") = B(r,1).
Fiir die Ableitung in ¢ = 0 gilt

D) = ol 0o ),
= oo )y ()
= o7 (lr, 0o (4, 0)) = (1, 0))

fiir r > 0. Fiir ¢, s € R gilt

p(rys+t) = ooy (r)e ™) = oo (r)e e )
= oior (orloT e e ) = ululrb),5).
—— —
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Also folgt fiir alle t € R die Differentialgleichung

d

G = (0,9 = gl

weswegen 4 diese DGL fiir alle ¢ € R und alle r > 0 erfiillt.

Wir erweitern ¢g auf R mittels g(r) = 0 fiir » < 0. Beachte, dass das so definierte g
tatséchlich g(r) > 0 fiir r > 0 erfiillt. Zudem ist g stetig: Fiir r # 0 ist dies sofort klar, da g
aus stetigen Funktionen auf R™ zusammen gesetzt ist und fiir » < 0 konstant gleich 0 ist. In
r = 0 wiirde aus der Unstetigkeit folgen, dass g(r) > ¢ ist fiir ein £ > 0 und alle hinreichend
kleinen r > 0, woraus sich fiir die Funktion p die Ungleichung pu(r,t) < r —te fiir alle t > 0
mit p(r,t) > 0 ergibt. Daraus folgt p(r,t) = 0 fiir t > r /e, was ein Widerspruch ist, da aus
der Definition von p die Ungleichung p(r,t) > 0 fiir alle p,t > 0 folgt.

0

Bemerkung 3.26 Beachte, dass die in diesem Beweis konstruierte X LD-Funktion p auch
fiir alle negativen t definiert ist. O

Aus diesem Lemma erhilt man sofort das folgende Korollar.

Korollar 3.27 Gegeben sei eine kompakte Menge A, mit beschriankter offener Umgebung
B. Dann ist A, genau dann a—asymptotisch stabil mit Stabilitdtsumgebung B, falls Funk-
tionen p € KLD und o € Koo N C°(RT,R) existieren, so dass ((r,t) = u(o(r),t) eine
Attraktionsrate im Sinne von Definition 3.20 ist. Hierbei kann p so gewéhlt werden, dass
es die DGL aus Definition 3.23 fiir alle t € R erfiillt.

Beweis: Folgt sofort aus Satz 3.22 und Lemma 3.25. U

Wie kann man nun Attraktionsraten fiir ein gegebenes Beispiel bestimmen? Tatséchlich
gibt es eine Reihe von Moglichkeiten, von denen wir nur eine betrachten wollen, die fiir
Differentialgleichungen funktioniert und wiederum auf Lyapunov—Funktionen beruht.

Satz 3.28 Betrachte ein kontinuierliches (semi-)dynamisches System ® im R™ mit einer a—
asymptotisch stabilen Menge A, und einer a—Lyapunov—Funktion V,, mit den zugehorigen
Funktionen aj, as € Ko und g : R — R, wobei a3 und as aus C°(RT,R) seien. Die
Funktion 7(¢,rg) bezeichne die Losung des Anfangswertproblems

H(t) = —g(r(t), r(0)=ro,
wobeil wir annehmen, dass jede Losung r(t, 7o) fiir alle ¢ € R existiert.

Dann ist 8(r,t) = p(o(r),t) mit u € KLD und 0 € Koo N C®° (R, R) gegeben durch
pulr,t) = o ' (r(t,a1(r)) wnd o(r) = ag ' (az(r))

eine Attraktionsrate im Sinne von Definition 3.20.

Im Spezialfall a;(r) = r vereinfacht sich dies zu

p(r,t) =r(t,r) und o(r) = as(r).
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Beweis: Zunéchst rechnet man nach, dass p die DGL

Curt) = ~g(ulr,)) mit 5(r) = 07" (0x()g(oa(r))

erfiillt, also tatsdchlich aus LD ist.

Aus dem Beweis von Satz 2.15 bzw. Satz 3.16 wissen wir, dass die Ungleichung
Vo (¥ (t,z,w)) < r(t, Vo(x))
fiir alle w € W, und alle x € O gilt. Also folgt fiir alle x € O die gewiinschte Ungleichung
H* (U (t,z), Aa) < sup d(V(t,z,w),An)

weWq

< sup @fl(va(lll(tawi)))
WEWq

< ay(r(t Val@))

<yt (r(t az(d(z, Ad))))

= ay ' (r(t, an(ag Haz(d(z, Aa))))))
—o(d(r,Aa))
= ,U/(d(xaAa))?t) = B(S(xaAa)vt)

Beispiel 3.29 Wir betrachten wieder die eindimensionale DGL
z(t) = —z(t) + w(t).

In Beispiel 3.17 haben wir mittels der a—Lyapunov—Funktion V,(z) = d(z, A,)? nachge-
wiesen, dass die Mengen
Ay = [—a,al
a—asymptotisch stabil sind. Die zugehorige Lyapunov—Ungleichung war mit g(r) = 2r
erfiillt, die Abstandsungleichung mit a1(r) = as(r) = r2. Die Losung der zugehorigen
DGL 7(t) = —r(r(t)) = —2r(t) lautet
r(t,ro) = e 2trg.
Mit
a7 (r) = a3 (1) = V7

erhalten wir

und

zusammen also
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Bemerkung 3.30 Allgemein nennen wir eine asymptotisch stabile Menge mit Attrakti-

onsrate
B(r,t) = ce Mr

und ¢, A > 0 exponentiell stabil. Wir werden spéter sehen, dass solche Mengen bei der nume-
rischen Approximation von Attraktoren eine schone Eigenschaft haben, die fiir allgemeinere
Attraktionsraten nicht gilt. |



Kapitel 4

Robuste Attraktion und zeitliche
Diskretisierung

Bisher haben wir die gestorten Systeme ¥, immer fiir zwar beliebiges aber festes a betrach-
tet. In diesem Kapitel éndern wir unsere Sichtweise, wir betrachten die gestorten Systeme
als mit o > 0 parametrisierte Familie von Systemen, und betrachten explizit, wie sich das
dynamische Verhalten dndert, wenn sich der Parameter « @ndert. Dies wird uns erlauben,
Aussagen iiber numerische Verfahren fiir variablen Zeitschritt A > 0 (und damit variable
Genauigkeit) zu machen.

Insbesondere wollen wir dabei messen, wie sich asymptotisch stabile Mengen und Attrak-
toren bei der Variation von « (bzw. h) dndern. Als erstes fithren wir dazu einen schérferen
Abstandsbegriff fiir Mengen ein.

4.1 Die HausdorfI—Metrik

Der bisher verwendete nicht symmetrische Hausdorff-Abstand

H*(B, A) = sup inf d(z,y)
yeBTEA

hat — neben der nicht-Symmetrie — den Nachteil, dass aus H*(B, A) = 0 nicht notwen-
digerweise A = B folgt. Tatséichlich muss ja nur B C A gelten, damit H* gleich Null ist.
Insbesondere kénnen sich die Mengen B und A selbst bei kleinem Abstand H*(B, A) < ¢
stark unterscheiden.

Die folgende Definition behebt dieses Problem.

Definition 4.1 Fiir je zwei kompakte Mengen A, A C X definieren wir die Hausdorff-
Metrik als

H(A, A) = max{H*(A, A), H*(A, A)}.

47
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Bemerkung 4.2 Wir notieren eine Reihe von Eigenschaften von H:

(i) Die Hausdorff-Metrik ist tatséichlich eine Metrik auf der Menge der kompakten Teil-
mengen von X, d.h. fiir alle kompakten Mengen A, A, A C X erfiillt sie die Eigenschaften

o H(A,A)=H(A,A) (Symmetrie)
o H(A,A) < H(A, A)+ H(A, A) (Dreiecksungleichung)
e HA A =0 < A=A

Die Menge M der kompakten Teilmengen von X wird mit dieser Metrik ein metrischer
Raum.

(ii) Wenn die Hausdorff-Metrik zweier Mengen klein ist, so hat dies eine sehr intuitive
geometrische Bedeutung: Wenn wir den eé—Ball um eine kompakte Menge A mit

B.(A) ={z € X |d(z,A) < e}
bezeichnen, so gilt

H(A,A)<e & AcCB.(A) und A C B.(A).

Da wir die Hausdorff-Metrik im Folgenden als zentralen Abstandsbegriff in unseren nume-
rischen Untersuchungen verwenden werden, wollen wir einige Eigenschaften an Beispielen
illustrieren.

Beispiel 4.3 (i) Bereits in Bemerkung 4.2(ii) wurde ausgenutzt, dass eine enge Beziehung
zwischen der Hausdorff-Metrik und den e-Béllen besteht. Ein weiteres Beispiel fiir diese
Beziehung ist das folgende:

Fiir eine beliebige kompakte Menge A und ihren abgeschlossenen e—Ball A=B. (A) gilt

H(AA) =¢.

(ii) Die Hausdorff-Metrik héngt natiirlich von der zu Grunde liegenden Metrik auf X ab:
Als Beispiel betrachte eine quaderformige Menge A = [aj,b1] X ... X [an,b,] C R™ mit
a; < b; und fiir ein € > 0 ein darin liegendes “c—Gitter”

A. = {x = (kig, kae, ... kpe)! | ki € Z, x € A},

vgl. Abbildung 4.1, wobei wir A # () annehmen.

Falls wir auf R™ die Metrik d(x, y) = || —y||2 verwenden, so gilt fiir alle hinreichend kleinen
e>0

9
H(A, Ag) - \/ﬁg,

verwenden wir aber d(x,y) = ||z — yl|o, SO gilt

€
H(A, Ag) = 5
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o]

Abbildung 4.1: Menge A und e—Gitter A,

(iii) Abschétzungen fiir die Hausdorff-Metrik kann man aus anderen Abschétzungen ge-
winnen:
Fiir eine global Lipschitz—stetige Funktion W : R” — R, die also die Bedingung

(W(z) = W(y)| < Lz -yl
erfiillt, gilt fiir die Sub—Niveaumengen
Wl a) = {z e R"|W(z) < a}

(sofern diese kompakt sind) die Abschétzung

1
HW=Ha), W=(0) > +a—b| (4.1)
Beweis: O.B.d.A. sei @ > b. Wir betrachten einen Punkt y* € W~!(a) mit W (y*) = a und
einen beliebigen Punkt z € W~1(b), also mit W (z) < b. Dann gilt

1 1
x> W) — W(z)| > =|a—b|.
ly" =z =2 ZIW(y*) = W(2)| =2 fla— D]
Also folgt

1
H* W), W () > su inf —z|| > inf x> =la—0
O O Y LN [ O LN s I A

und damit auch (4.1). o

4.2 Robustheit asymptotisch stabiler Mengen

Aus Satz 3.18 wissen wir, dass wir aus der Existenz von a—asymptotisch stabilen Mengen
auf die Existenz von “numerischen” asymptotisch stabilen Mengen schlielen kénnen. Dies
ist jedoch nur ein Hilfsresultat. Tatséchlich mochte man hier nicht die a—asymptotisch
stabilen Mengen verwenden (deren Existenz ja schwer zu tiberpriifen ist) sondern asym-
ptotisch stabile Mengen fiir die ungestorten Systeme. Um dies zu bewerkstelligen, miissen
wir die Beziehung zwischen asymptotisch stabilen und a—asymptotisch stabilen Mengen
klaren. Wir wollen in diesem Abschnitt beweisen, dass in der Ndhe einer asymptotisch sta-
bilen Mengen A immer a—asymptotisch stabile Mengen A, des gestorten Systems liegen.
Genauer beschreibt dies die folgende Definition.
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Definition 4.4 Betrachte ein ungestortes System ® und das zugehdrige gestorte System
U,. Sei A eine asymptotisch stabile Menge fiir ® mit Stabilitdtstumgebung B. Dann nennen
wir A y—robust fiir ein v € K, falls ein ag > 0 existiert, so dass fiir alle gestérten Systeme
U, mit a € (0, ] eine a—asymptotisch stabile Menge A, mit Stabilititsumgebung B
existiert, fiir die die Ungleichung

H(Ay A) <~v(a)

gilt. Die Funktion v € K, heifit dabei Robustheitsmafs fiir A.

Die y—Robustheit heifit monoton, falls die Mengen A, so gew#hlt werden koénnen, dass
ACintA, und A, CA,,

fiir alle o, a1, ag € (0, ap] mit o < g gilt. O

Beachte, dass aus dieser Definition insbesondere die Konvergenz
lim H(An,, A) =0
a—0

folgt.

Wir wollen in diesem Abschnitt beweisen, dass jede asymptotisch stabile Menge A y—robust
fiir geeignetes v € Koo und g > 0 ist. Zudem wollen wir zeigen, wie die Attraktionsrate 3
von A mit dem Robustheitsmafl v zusammenhéngt.

Als erstes Hilfsmittel benotigen wir dazu das folgende aus der Theorie der gewdhnlichen
Differentialgleichungen bekannte Lemma.

Lemma 4.5 (Gronwall-Lemma)
(i) (Kontinuierliche Zeit) Sei I C R ein Intervall, ¢ : I — R/ eine stetige Funktion, die
fiir Konstanten a, b > 0, ein tg € I und alle t € I mit ¢ > ¢y die Abschitzung

P(t) <a+bd ttw(s)ds (4.2)

erfiillt. Dann gilt fiir alle ¢t € I mit ¢t > tg die Ungleichung

Y(t) < aebtto),

(ii) (Diskrete Zeit) Sei [ = {hk,h(k+1),...,h(k+m)} C hZ ein “diskretes Intervall”,
¢ : I — R{ eine Funktion, die fiir ein ¢ty € I die Gleichung 1 (¢y) = 0 und fiir Konstanten
¢, b> 0 und alle t € I mit ¢t > ty die Abschéitzung

P(t) < hc+ (1 + hb)(t — h)
erfiillt. Dann gilt fiir alle t € I mit ¢ > ¢y die Ungleichung

W(t) < e(t — to)ettt),
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Beweis: (i) Setze

o(1) = :w<s>ds.

Damit schreibt sich (4.2) als d(t) < a+ bo(t). Setze nun O(t) := ¢(t)e . Durch Differen-
zieren von @ erhilt man 6(t) < ae~*. Integration dieser Ungleichung (die Funktionen sind
nichtnegativ wegen (4.2) und es gilt 6(¢9) = 0) liefert

o(t) < %(e—bto — e,

Damit ergibt sich fiir ¢

Fiir ¢ erhélt man daraus

Y(t) <a+bp(t) <a+ aebt—t0) _ 4 — qebt—to)
(ii) Induktion (Ubungsaufgabe), .

Bemerkung 4.6 Wir erinnern daran, dass wir fiir die Vektorfelder f der von uns betrach-
teten Differentialgleichungen und fiir die numerischen Approximationen in Bemerkung 3.4
die “Dauerannahme” der globalen Lipschitz—Stetigkeit mit Konstante L bzw. 1 + Lh ge-
macht haben. Diese Annahme erweitern wir nun auf alle betrachteten diskreten Systeme
mit T = hZ, d.h. es gelte

|®(h, 1) = @(h, x2)|| < (1 + Lh)||z1 — |- (4.3)

Die Form dieser Abschéitzung ist natiirlich durch durch die numerischen Einschrittverfahren
motiviert, (4.3) gilt aber auch fiir Zeit—h Abbildungen ®; von Differentialgleichungen.
Genauer kann man unter der globalen Lipschitz—Annahme an f fiir jedes hg > 0 eine
Konstante Ly, > 0 finden, so dass (4.3) fir L = Ly, und alle h € (0, ho] gilt. O

Unter diesen Lipschitz—Annahmen gilt die folgende Aussage.

Lemma 4.7 Betrachte ein (semi-)dynamisches System ®(¢,z) mit X = R” und das zu-
gehorige gestorte System (¢, z, w). Dann gilt fiir alle ¢ > T, alle z € R™ und alle w € W,
bzw. w € W die Abschitzung

| (t, z,w) — ®(t, z)|| < atelt.

Beweis: Wir beweisen den kontinuierlichen Fall, also T = R, der diskrete Fall mit T = hZ
ist Ubungsaufgabe. Betrachte die Funktion

P(t) = 1U(t, 2, w) — @(t, )|
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Aus den Differentialgleichungen fiir ¥ und ® erhélt man durch Integration die dquivalenten
Integralgleichungen

U(t,z,w) =x —i—/o f(¥(s,z,w)) +w(s)ds und ®(t,z) =z —I—/O f(®(s,x))ds.

Daraus folgt

o) = ] [ F0si )+ wls) — (@G5,
< [ 1) — @ a)lds + [ Jut)ds
< L/O | (s, z,w) — D(s,x)||ds + at

t
_ L/O W(#)ds + at.

Also sind die Voraussetzungen des Gronwall-Lemmas 4.5 auf jedem Intervall I = [0, ¢] mit
to =0, a = at und b = L erfiillt, woraus die Behauptung folgt. U

Wir kénnen nun unser Hauptresultat iiber die Existenz a—asymptotisch stabiler Mengen
formulieren.

Satz 4.8 (i) Jede asymptotisch stabile Menge A mit beschrinkter Stabilititsumgebung B
ist monoton y-robust fiir ein geeignetes v € K, und ein geeignetes ag > 0.

(ii) v und ap in (i) kénnen so gewéhlt werden, dass sie nur von der Lipschitz—Konstante
L > 0 von @, der Attraktionsrate 5 € KL von A und dem Abstand H*(B, A) der Stabi-
litdtsumgebung B von A abhéngen.

(iii) Fall A ein Attraktor ist, so konnen die a—asymptotisch stabilen Mengen in der y—
Robustheits-Eigenschaft in (i) bzw. (ii) als a—Attraktoren gewéhlt werden.

Beweis: Wir beweisen (i) und (ii) gemeinsam, indem wir v und ag aus (ii) konstruieren.
Wir setzen zunéchst 1o = H*(B, A). Fiir alle r € (0, 7] definieren wir

T(r) = min {t €Ty ‘ﬂ(s,t) < Z fiir alle s € [r, ro] } .

Beachte, dass T'(r) fiir alle r € (0, r] endlich und per Definition monoton fallend ist. Wegen
der Monotonie von ( gilt damit

B(s, T(r) +1) < <
fiir alle ¢ > 0, alle r € (0,79] und alle s € [0, r]. Mittels

T(r) = sup {T'(s) = |s =}

erhalten wir eine Funktion mit T'(r) > T'(r), die ebenfalls monoton fallend ist, zusitzlich
aber auch stetig ist (tatséchlich sogar Lipschitz—stetig mit Konstante L = 1, vgl. den Beweis
von Satz 2.15).
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Wir definieren ag nun als
0

o) = —<———=——_
4T (rg)eT (ro)

und definieren eine Funktion r(a) fiir « € (0, ], indem wir fiir jedes o den Wert r(«) =
r > 0 als Losung der Gleichung

T(r)elT0 g = % (4.4)

wihlen. Beachte, dass die linke Seite von (4.4) monoton fallend in r und die rechte Seite
streng monoton wachsend in r ist und fiir ag die Losung gerade durch r(ag) = ¢ gegeben
ist. Aus Stetigkeitsgriinden existiert daher fiir alle a € (0, a] eine eindeutige Losung r(«),
die wiederum stetig ist und nur von 3, L und ro = H*(B, A) abhéngt. Zudem ist r(«)
streng monoton wachsend und es gilt r(a) — 0 fiir & — 0, denn fiir jedes beliebige r > 0
und hinreichend kleines o > 0 gilt

T(r)eFTMa* < 2,

weswegen 7(a*) < r gelten muss. Wir konnen r(«) daher mittels 7(0) = 0 in o = 0 stetig
fortsetzen.

Fiir jedes z € B und w € W, bzw. w € W" folgt aus Lemma 4.7 fiir alle Zeiten ¢ > 0 die
Ungleichung

d(U(t, z,w), A) < [|[U(t, z,w) — O(t,z)|| + d(®(t,2), A) < atel + B(d(x, A),t).  (4.5)

Fiir den Term ate™ mit ¢ < T(r(a)) gilt hierbei
atel < af(r(a))eLf(r(o‘)) = T(f). (4.6)

Wir betrachten nun die Mengen

Dy = Br(a) (A) :

Fir z € D, gilt d(z, A) < r(«) und damit mittels (4.5) und (4.6) und der Definition von
T(r) die Abschitzung

also U(T'(r(a)),z,w) € Dy und damit
\IJOC(T(T(O[))vDa) g Dow (47)

Fiir die Zeiten ¢t € Tg mit 0 <t < T(r(a)) gilt

ae(t,a,w), 4) < "y s(ate, 4),0) < "D 4 g, 0),

Daraus folgt fiir alle diese ¢ die Abschétzung

1 (0(t, D), A) < " 4 (o), 0),
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Fiir alle Zeiten ¢t > T'(r(«)) gilt diese Abschétzung ebenfalls, da aus (4.7) und der Kozy-
kluseigenschaft von W, die Inklusion

\I’a(ta Da) C \Ila(t - ZT(T(O‘))’ DOl)
folgt fiir alle i« € N mit ¢ —iT'(r(cw)) > 0. Definieren wir also

Aa: U ‘lja(tyDa)v

teTd

so erhalten wir eine vorwérts a—invariante Menge, fiir die wegen A C D, C A, die
Abschétzung

r(a)
4

H(Ay, A) = H*(An, A) < sup H*(Uy(t, Dy), A) <

teTy

+6(r(@),0) = 7(e)

folgt. Beachte, dass das so definierte v tatséchlich nur von 5 und r(«), und damit von 3, L
und rg = H*(B, A) abhingt. Zudem folgen die geforderten Eigenschaften der monotonen
~v—Robustheit sofort aus der Konstruktion der A,.

Um die a—asymptotische Stabilitéit von A, nachzuweisen, bleibt die Konvergenzeigenschaft
H*(V,(t,B),As) — 0 zu zeigen. Wir betrachten dazu alle x € B\ A,. Fir diese gilt
insbesondere d(z, A) > r(a) und damit 7'(d(z, A)) < T(r(a)). Aus (4.5) mit ¢t = T'(r(«))
und (4.6) folgt fiir daher die Ungleichung

AU(T(r(0)).z.w), 4) < "W B 4). T ()

<d(z,A) /4
o relrded) o, fre ded)

Also folgt fiir jede Teilmenge C' C B die Ungleichung

H*(Wo(T(r(a)),C \ Ag), A) < max { na (4.8)

Wir setzen nun Cy := B und
Ci = Vo(T(r(a)),Ci—1 \ Ay) fiir alle ¢ € N.

Per Induktion erhalten wir fiir i € N aus (4.8) die Ungleichung

H*(C, A) < max{r(;), H*(B’A)}’

2’L
und damit mit hinreichend groflem * € N
H*(Ci+,A) < r(2a), also Cp € Dy C Ag.

Aus der Konstruktion der C; und der vorwirts a—Invarianz von A, folgt per Induktion
iiber ¢ € N die Inklusion
U, (iT(r(a)),B) C C; U A,,
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und damit fir 7% = i*T'(r(«)) die Inklusion
U, (T*,B) CCi UA, C A,
Wiederum wegen der vorwirts a—Invarianz von A, erhalten wir
U, (T*+t,B) C A,
fir alle t € ’]I‘a' . Daraus folgt
H* (Vo (T*"+t,B),As) =0

und damit auch
lim H*(V,(t,B), As) =0,
t—o0
was die benotigte Konvergenzeigenschaft und damit die a—asymptotische Stabilitidt von A,
zeigt.
(iii) Unabhéngig davon, ob A ein Attraktor ist, enthélt jede der Mengen A, nach Korollar

3.15(i) einen a—Attraktor
Ar = Yalt, B).
s>0t>s
Im Allgemeinen gilt fiir diesen aber nicht die Abstandsbedingung H (A}, A) < v(«) fiir das
oben konstruierte v € K. Falls A jedoch ein Attraktor ist, so folgt aus der Invarianz von
A die Inklusion
U, (t,A) D ®(t,A)=A

fiir alle t > 0. Daraus folgt

A CV¥,(t,B)
fir alle ¢ > 0 und damit auch
AC AL
Also gilt
H(AL, A) = HY (AL, A) < HY (Ao, A) = ()
und damit die Behauptung. U

Bemerkung 4.9 (i) Die in Satz 4.8(i) gezeigte “eingebaute” Robustheitseigenschaft asym-
ptotisch stabiler Mengen gegeniiber Storungen wird auch totale Stabilitdt genannt.

(ii) Die im Beweis von Satz 4.8(ii) konstruierten Robustheitsmafe v und die Werte o > 0
sind nicht notwendigerweise optimal. Tatsachlich liefern sie in vielen Féllen sogar nur sehr
grobe Abschitzungen fiir das wirkliche yv—Robustheitsverhalten (wir werden spéter noch
eine Technik zur genaueren Abschitzung von « kennen lernen). Wichtig ist allerdings, dass
diese v und g weder vom genauen Verhalten von ® noch von der genauen Gestalt von
A abhingen sondern nur von der Attraktionsrate 3, der Lipschitz—Konstante L und dem
Abstand H(B, A).

(iii) Wir werden spéter sehen, dass Satz 4.8(iii) fiir die numerische Approximation von At-
traktoren leider nicht brauchbar ist, dieser Teil ist also eher von theoretischem Interesse. In
der Literatur sind die a—Attraktoren auch als inflated attractors (“inflated” = aufgeblasen)
bekannt. O
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Bemerkung 4.10 (i) Im Allgemeinen ist die Konstruktion von 7 im Beweis von Satz 4.8
nicht wirklich konstruktiv, da die transzendente Gleichung (4.4) nur schwer analytisch zu
l6sen ist. Man kann aber recht leicht sehen, dass v um so kleiner ist, je kleiner 3 ist (wenn
L und H*(B, A) dabei gleich bleiben). Fiir das hier konstruierten Robustheitsmaf gilt also
das Prinzip

schnellere Attraktion = hohere Robustheit.

Ob dies auch fiir das optimale Robustheitsmaf gilt, ist eine offene Frage. In vielen Beispielen
ist diese Implikation aber tatséchlich zu beobachten, vgl. das 5. Ubungsblatt.

(ii) In einem wichtigen Spezialfall ist die Gleichung (4.4) 16sbar und liefert auch (im Ge-
gensatz zum allgemeinen Fall, vgl. Bemerkung 4.9 (ii)) eine recht gute Abschitzung fiir das
optimale ~. Dies ist der Fall, wenn der Attraktor A exponentielle Attraktionsrate besitzt,
also
B(r,t) = ce Mr
fiir geeignete Konstanten ¢, A > 0 gilt. In diesem Fall erhalten wir T'(r) = T' = (In4c)/\,
also eine konstante Funktion, womit sich (4.4) explizit zu r = Ka mit K = 4TeLT ergibt.
Also folgt
v(a) = r(a)/4+ B(r(a),0) = Ka/4+ cKa =: Ka.

Aus exponentieller Attraktion folgt also ein lineares Robustheitsmafl v(r) = K. O

4.3 Zeitliche Diskretisierung asymptotisch stabiler Mengen,
Teil 1

In diesem Abschnitt wollen wir erste grundlegende Resultate iiber die Diskretisierung von
Attraktoren beweisen. Tatséchlich ist der folgende fundamentale Satz nach all unseren
Vorbereitungen nur noch ein einfaches Korollar.

Satz 4.11 Betrachte eine Differentialgleichung (3.1) mit Losungen ® und ein dazu gehori-
ges Einschrittverfahren ®; gem#fl Definition 3.3 mit Konsistenzordnung p > 0. Es sei A
eine asymptotisch stabile Menge fiir ® mit beschrinkter Stabilitdtsumgebung B. Dann gilt:

(i) Fiir alle hinreichend kleinen h > 0 besitzt das numerische System ®), eine asymptotisch
stabile Menge A;, mit Stabilitdtsumgebung B, so dass die Konvergenz

lim H(A,, A) =
hli)I(l)(h,)O

gilt.

(ii) Falls v € Ky ein Robustheitsmaf fiir die y-Robustheit von A ist, so gilt fiir die
asymptotisch stabilen Mengen Aj aus (i) die Abschitzung

H(Ap, A) < ((1+ Lh)ERP).

(iii) Falls A exponentiell stabil ist, so existiert ein M > 0, so dass fiir die asymptotisch
stabilen Mengen Ay, aus (i) die Abschéitzung

H(Ap, A) < Mh?
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gilt, die Konvergenzordnung des Verfahrens bleibt in der Approximation von A also erhal-
ten.

Beweis: (i): Nach Satz 4.8 ist A ~-robust fiir ein geeignetes v € K. Damit folgt die
Behauptung aus Satz 3.18(i).

(ii): Die Behauptung folgt sofort aus der Definition 4.4 der y—Robustheit und Satz 3.18(i).
(iii): Die Behauptung folgt aus Bemerkung 4.10(ii) und (ii). U

Bemerkung 4.12 Teil (i) dieses Satzes ist als Satz von Kloeden und Lorenz' bekannt und
wurde 1986 in der Arbeit [8] versffentlicht. a]

Mit anderen Worten besagt dieser Satz, dass wir asymptotisch stabile Mengen mit nume-
rischen Methoden prinzipiell “beobachten” kénnen. Er sagt natiirlich nichts dartiber aus,
wie man die Mengen Ay finden kann, sondern nur, dass sie iiberhaupt da sind und, falls
wir ein Robustheitsmafl v kennen, wie weit sie von der Menge A entfernt sind.

Aus diesem Satz ergeben sich in recht natiirlicher Weise zwei Fragen, denen wir im Folgen-
den nachgehen wollen.

(1) Gilt der Satz auch, wenn wir “asymptotisch stabile Menge” iiberall durch “Attraktor”
ersetzen?

(2) Gilt die Umkehrung dieses Satzes, d.h. falls wir asymptotisch stabile Mengen Ay
fiir @5 finden kénnen und diese im Hausdorff-Sinne gegen eine kompakte Menge A
konvergieren, also

lim H(Ay, A) =0

gilt, ist A dann asymptotisch stabil fiir &7
Das folgende Beispiel zeigt, dass beide Fragen mit “nein” beantwortet werden miissen.

Beispiel 4.13 Betrachte die Differentialgleichung
. 0 1
)= () 5 ) a0 - max{a(o)] - 1.0}a(t)

fir x = (x1,72)7 € R2. Abbildung 4.2 zeigt links einige exakte Losungstrajektorien. Man
erkennt aus der Abbildung recht gut, dass die schraffierte Menge A = {x € R?|||z|| < 1} ein
Attraktor mit Stabilitédtsumgebung B = {x € R?|||z|| < 2} ist: Von auBerhalb konvergieren
alle Losungen gegen A, innerhalb von A sind alle Losungen periodisch, woraus die Invarianz
folgt.

In der rechten Grafik in Abbildung 4.2 ist die numerische Losung mittels des impliziten
Euler—Verfahrens z(t + h) = x(t) + hf(z(t + h)) fiir h = 1/2 abgebildet. Hier konvergieren
alle Losungen aus B gleichmifig gegen den Gleichgewichtspunkt 0, die Menge A, = {0}
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2

Abbildung 4.2: Exakte und implizite Euler Losung der DGL aus Beispiel 4.13

ist also eine asymptotisch stabile Menge fiir das zugehorige diskrete dynamische System
®;, und — da einpunktig — auch invariant, also ein Attraktor.

Man konnte dieses Verhalten nun auf den ziemlich grofien Zeitschritt schieben. Wiederholt
man die numerische Rechnung allerdings mit kleinerem Zeitschritt, so stellt man fest, dass
Ay = {0} fiir alle Zeitschritte h > 0 ein Attraktor bleibt. Offenbar konvergieren diese
Mengen im Hausdorff-Sinne gegen A= {0}. Da die exakten Losungen in A aber periodisch
sind, konnen sie sicherlich nicht gegen A konvergieren, weswegen A keine asymptotisch
stabile Menge ist. o

Dieses Beispiel zeigt tatsdchlich, dass beide oben gestellten Fragen negativ beantwortet
werden miissen:

(1) Da Attraktoren mit einer vorgegebenen Stabilitdtsumgebung nach Korollar 2.13(ii)
eindeutig sind, konnen neben den Eh keine weiteren Attraktoren ﬁh mit Stabi-
litdtsumgebung B = B = {r € R?|||z| < 2} existieren, insbesondere also keine,
die im Hausdorff-Sinne gegen A konvergieren. Satz 4.11 gilt also nicht fiir Attrakto-
ren.

(2) Da H(Ap, A) — 0 fiir A = {0} gilt, ist dic Umkehrung von Satz 4.11 offenbar falsch.

Dieses Beispiel motiviert die folgende Frage, die wir in den néchsten Abschnitten beant-
worten wollen:

Welche Bedingungen muss man (an A oder an die gh) stellen, um zu gewéhrleisten, dass sie
im Hausdorff-Sinne gegen eine “echte” asymptotisch stabile Menge (bzw. einen Attraktor)
A konvergieren.

Geeignete Bedingungen an A werden wir am Ende dieses Kapitels in Abschnitt 4.6 kennen
lernen. Zunéchst wollen wir aber untersuchen, wie geeignete Bedingungen an die numeri-
schen Mengen Aj aussehen. Der Schliissel zur Beantwortung dieser Frage liegt wiederum
in den Attraktionsraten.

!Dies ist nicht der Lorenz, der den Lorenz—Attraktor entdeckt hat!
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4.4 Die ISDS—Eigenschaft

Wir werden nun eine Eigenschaft kennen lernen, die die Attraktionraten 3 (hier immer in
der Form ((r,t) = p(o(r,t))) und das Robustheitsmaf v in einer Abschétzung verkniipft
werden. Diese Eigenschaft ist gegeben durch die folgende Definition.

Definition 4.14 Betrachte ein dynamisches System ® mit X = R" und das zugehorige
gestorte System VU. Eine kompakte Menge A C X hat die ISDS-Figenschaft, wenn eine
offene Umgebung B von A, ein ag > 0, sowie Funktionen p € KLD und o,v € Ky
existieren, so dass die Ungleichung

d(¥(t, z, w), A) < max{u(o(d(z, A)),1), v(w,t)}
fiir alle t € T, z € B und alle w € Wy, bzw. w € W gilt.
Im Falle T = R ist die Funktion v : W, X Rg — R gegeben durch

v(w,t) = sup p(y([lw(r)l),t —7)
T7€[0,¢]

und im Falle T = hZ ist die Funktion v : Wgo x hNyg — R gegeben durch

v(w,0)=0 und v(w,t)= sup p(y(lw(r)l)),t =7 —h), teT".
7€[0,t—h]NhZ

Das Kiirzel “ISDS” stammt aus der nichtlinearen Kontrolltheorie. Dort gibt es die ISS—
Eigenschaft, wobei ISS eine Abkiirzung fiir “Input—to—State Stability” ist, was eine Sta-
bilitdtsbedingung fiir Systeme mit einer “Input”’—Funktion, hier gerade unser w, bezeich-
net. “ISDS” ist eine ISS—Variante, wobei das “D” fiir “dynamisch” steht, da hier LD-
Funktionen verwendet werden. Warum die Funktion v(w,t) gerade in dieser etwas eigen-
artigen und recht komplizierten Form gewé&hlt wurde, werden wir in Lemma 4.17 sehen.

Zunichst formulieren wir im folgenden Lemma zwei Folgerungen aus der ISDS Eigenschaft.

Lemma 4.15 Die Menge A habe die ISDS Eigenschaft fiir o, v € Ko und p € KLD.
Dann gilt

(i) Die Menge A ist asymptotisch stabil mit Attraktionsrate 3(r,t) = u(o(r),t).

(ii) Die Menge A ist monoton y-robust mit Robustheitsmafl . Fiir beschrénktes B sind
die a—asymptotisch stabilen Mengen dabei gegeben durch

Ay = ﬂ U \I’a(th) U U \I]Oé(taBU—l('y(a))(A)))'

s>0t>s t>0

Beweis: (i) Fiir die Null-Storfunktion w = 0 folgt v(w,t) = 0 fiir alle ¢ > 0 und damit

d(®(t,x), A) = d(V(t,z,w), A) < max{u(o(d(z, A)),t), v(w,t)} = ulo(d(z, A)),t).
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Damit ist 5(r,t) = p(o(r),t) eine Attraktionsrate und A also asymptotisch stabil.

(ii) Wenn wir 0.B.d.A. annehmen, dass B beschrinkt ist, konnen wir die Mengen

Ag = ﬂ U \Ija(ta B) U U \Ila(uBU*l(ﬂ/(a))(A)))

s>0t>s t>0
—_——
=AY =A2

definieren. Aus der ISDS-Eigenschaft und der Stetigkeit von W in z folgt, dass B eine
absorbierende Menge ist, womit die so konstruierte Menge gerade die Vereinigung eines a—
Attraktors Al mit einer vorwirts invarianten Menge A2 ist, woraus die a—asymptotische
Stabilitédt folgt. Aus der ISDS Ungleichung folgt fiir alle w € W, und alle x € B

A(W(t 2, w), A) < max{p(o(d(z, A)).1), v(w,t)} < 1(a)
—_— ~—
—0 <7(a)
fiir alle hinreichend grofien ¢ > 0, woraus
H*(4L, 4) < 7(a)
folgt. Ebenfalls folgt aus der ISDS Eigenschaft fiir x € B,-1(,(4))(4)
d(¥(t, z,w), A) < max{u(o(d(z, A)),1), v(w, 1)} < ~v(a)
—_———— ——
<o(d(z,A)<v(e)  <y(a)

fiir alle t > 0, weswegen auch
H* (A%, A) < ()

folgt. Die Ungleichung
H(Aa, A) <(a)

folgt nun aus der Tatsache, dass per Konstruktion A C int A, gilt und damit
H(Aa, A) = H*(Aq, A) < max{H" (4, A), H*(AZ, A)} < ~(a).
Die Monotonie der yv—Robustheit folgt direkt aus der Konstruktion der A,,. U

Wie viele andere Stabilitdtseigenschaften kann auch die ISDS—Eigenschaft mittels Lya-
punov—Funktionen nachgewiesen werden.

Satz 4.16 Gegeben sei eine kompakte Menge A C R", ein ag > 0, eine vorwirts cg—
invariante Menge O D A und eine Funktion V' : O — ]Rar. Wir nehmen an, dass Funktionen
w € KLD sowie 0,7 € K existieren, so dass die Ungleichungen

d(z,A) <V(z) < o(d(z,A)) (4.9)
und
V(U(t,z,w)) < max{u(V(z),t), v(w,t)} (4.10)

fiir alle t € T, * € O und w € Wy, bzaw. w € WQO gelten, wobei v : W,y x T§ — R bzw.
v: WQO X ']I‘(T — R die in Definition 4.14 gegebenen Funktionen sind.

Dann ist A ISDS mit den angegebenen Funktionen und B = O. Die Funktion V heifit dann
ISDS-Lyapunov—Funktion.
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Beweis: Es gilt
d(¥(t,z,w),A) < V(zx) < max{u(V(x),t), v(w,t)} <max{p(c(d(x,A)),t), v(w,t)}.

Dies zeigt die Behauptung. 1l

Beachte, dass wir hier keinerlei Regularitéitseigenschaften der Funktion V' verlangt haben,
nicht einmal Stetigkeit. Dies wird es uns spéter erleichtern, ISDS—-Lyapunov—Funktionen
V' zu konstruieren. Fiir stetig differenzierbare Funktionen V ldsst sich die Bedingung aus
Satz 4.16 auch in Ableitungform schreiben.

Lemma 4.17 Es sei ¢ ein durch die DGL @(t) = f(z(t)) gegebenes kontinuierliches Sy-
stem, d.h. T =R. Sei u € KLD eine fiir alle t € R definierte Lésung der DGL

Cr,1) = —g(ur.1).

Dann erfiillt eine stetige Funktion V : O — R{, die die Ungleichung (4.9) erfiillt und die
auf O \ A stetig differenzierbar ist, die Bedingung (4.10) mit diesem p genau dann, wenn
die Ungleichung

V(z)(f(x) +w) < —g(V(z)) (4.11)

max
weWayy(lwl) <V (2)

fiir alle z in denen V differenzierbar ist, erfiillt ist.

Beweis: “(4.10) = (4.11)”: Betrachte z € O \ A und w € W, mit y(|Jw||) < V(x), wobei
wir den Wert w € R™ mit der konstanten Funktion gleichen Wertes identifizieren. Aus der
Definition von v und der Wahl von w erhalten wir fiir alle ¢ > 0

v(w,t) = y([[w]]) < V(z).
Aus Stetigkeitsgriinden folgt
v(w,t) < V(¥(t,z,w))
fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0. Aus (4.10) folgt daher

V(¥(t,z,w)) < p(V(z)t)
fiir alle hinreichend kleinen ¢. Da zudem u(V(x),0) = V(z) gilt, liefert ableiten in ¢t = 0

DVE(f(e) +u) = G VOEEmu) < 5 u(Vi)0) = ~gV(w)

Diese Ungleichung gilt nun fiir alle w € Wy, mit y(||w||) < V(z). Aus Stetigkeitsgriinden
gilt sie damit auch, falls y(||w|) = V(x) ist, woraus (4.11) direkt folgt.

“(4.11) = (4.10)”: Wir zeigen die Behauptung zunédchst unter der Annahme, dass V' ent-
lang der Losung ¥(7,z,w) fiir 7 € [0,¢], differenzierbar ist. Wir zeigen dazu zuerst die

Hilfsbehauptung
V(U(t,z,w)) < p(V(z),t) fir alle w € W,

(4.12)
mit y(|lw(7)]]) < w(V(x),7) fiir alle 7 € [0, ¢].
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Wir zeigen dazu, dass unter der obigen Annahme an w die Ungleichung
V(U(t,z,w)) < pe(V(x),t)

fiir alle € > 0 gilt, wobei p. die DGL

el ) = —glpe(r, 1) + <

erfiillt. Da pe(r,t) — p(r,t) gilt fir e — 0, folgt daraus die Behauptung. Nehmen wir also,
dass x € O, t > 0 und w € W,, existieren, so dass die Annahme aus (4.12) erfiillt ist, aber
V(¥ (t,z,w)) > pu(V(x),t) gilt. Es sei t* > 0 die grofite Zeit in [0, ¢], fiir die

VUt z,w)) = p(V(x),t%) (4.13)

gilt. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung erhalten wir mit x* = W(t*, z, w)
und w* = w(t*) die Ungleichung

DV (z")(f(z") +w") = —

Andererseits gilt aber (4.11) und da

Y(w* ) = A(lw@)I) < p(V (@), %) < pe(V(z), 1) = V(2")
gilt, muss
DV (z)(f(z7) +w") < —g(V(2"))
gelten. Dies ist ein Widerspruch, weswegen (4.12) gilt.

Nun benutzen wir (4.12) um (4.10) zu beweisen. Sei dazu ¢ > 0 beliebig. Wir unterscheiden
zwei Félle:

1. Fall: v(w,t) < u(V(z),t).
In diesem Fall folgt aus der Definition von v die Ungleichung v (||w(7)]|) < u(V(z),7) fiir
alle 7 € [0,t]: Ware v(||w(7)[|) > u(V(z), ) fiir ein 7 € [0,1], so folgt

v(w,t) = p(y(lw(n)),t = 7)) > p(p(V (), 7),t = 7)) = p(V(2), 1),

ein Widerspruch. Also folgt (4.10) aus (4.12).

2. Fall: v(w,t) > u(V(x),t).
Um (4.10) zu beweisen, nehmen wir zur Herbeifithrung eines Widerspruchs an, dass (4.10)
in ¢ nicht gilt. Dann folgt

V(U(t,z,w)) > v(w,t) > pwV(z),t). (4.14)

Wir definieren r = p(v(w,t),—t) und wihlen ¢y > 0 minimal, so dass V(¥ (r,z,w)) >
wu(r,7) fiir alle 7 € (to,t] gilt. Aus Stetigkeitsgriinden folgt V(¥ (tg,z,w)) = pu(r,to),
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aulerdem gilt v(w,t) = p(r,t). Analog zur Rechnung in Fall 1 erhalten wir damit die
Abschitzung

Y(lw()) < plr,7)
fir alle 7 € [0, t] und damit insbesondere

v(w(to+-),7) = Sl[lp]u(’y(llw(to+8)H)7T—8)S Sl[lp]u(u(?”,toJrS)),T—S)Zu(r,to+7)-
s€l0,T s€l0,T

Den rechten Ausdruck kénnen wir nun durch die Wahl von ty abschéitzen. Dies ergibt
V(w(to + ')7 T) < M(T, to + T) < ,u,(V(QZ()), T)

fir xo = U(tg, z,w). Damit erfiillen z¢ und w(ty + -) die Voraussetzungen von (4.12) fiir
T =1 —tg an Stelle von ¢ und es folgt

V(U(tz,w)) =V(¥(t—to,xzo, w(to+ ) < u(V(xg),t —to) < p(r,t) =v(w,t),

was im Widerspruch zu (4.14) steht. Also folgt (4.10).

Wir miissen nun noch den Fall betrachten, dass V fiir gewisse Punkte ¥(¢*,z,w) und
t* > 0 nicht differenzierbar ist. Aus der Differenzierbarkeitsannahme und (4.9) folgt, dass
dies nur fiir U(t*,z,w) € A passieren kann. Auf A gilt aber wegen (4.9) die Gleichung
V(¥(t*, z,w)) =0, so dass (4.10) in t* trivialerweise erfiillt ist. Insbesondere ist also (4.10)
fiir alle Zeiten t > 0 erfiillt, in denen V' in W(¢,z,w) nicht differenzierbar ist.

Es bleibt der Fall zu betrachten, dass V' in ¥(¢, z, w) differenzierbar ist, aber nicht entlang
der gesamten Losung von 0 bis ¢. In diesem Fall sei t* die grofite Zeit t* < ¢, so dass
x* = Y(t*,z,w) ein Nicht-Differenzierbarkeitspunkt von V' ist. Wir konnen dann den
ersten Teil des Beweises dann auf die Losung ¥(7,z,w) fiir 7 € [t*,t] anwenden (der
einzige Ausnahmepunkt 7 = t* spielt im Lebesgue—Integral keine Rolle) und erhalten

V(U(t,z,w)) < max{u(V(z"),t —t*), v(w(t* +-),t —t*)} < max{u(V(z),t), v(w,t)},

=0 <v(w,t)

also gilt auch in diesem Falle (4.10). U

Dieses Lemma ist der Grund fiir die spezielle Form der Funktion v in Definition 4.14, da
nur diese komplizierte Funktion zu der recht einfachen Ungleichung 4.11 “passt”.

Bemerkung 4.18 Hier stand in der ersten Auflage dieses Skripts eine Definition, die nicht
mehr benétigt wird. Diese Bemerkung sorgt dafiir, dass die Nummerierung mit der ersten
Auflage konsistent ist. o

Die Beziehung zwischen der monotonen y—Robustheit und der ISDS—-Eigenschaft wird von
dem folgenden Satz beschrieben.

Satz 4.19 Gegeben sei eine asymptotisch stabile Menge A mit beschrénkter Stabilitédtsum-
gebung B, eine Funktion v € Ky und ein ag > 0. Dann gilt: Die Menge A ist monoton
~v-robust genau dann, wenn sie fiir jedes ¥ € Koo mit J(r) > ~(r) fiir » > 0 die ISDS-
Eigenschaft mit B und o besitzt fiir geeignete (von 4 abhéngige) Funktionen p € KLD
und o € K.
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Bevor wir den Beweis dieses Satzes betrachten, wollen wir ein wichtiges und direktes Ko-
rollar angeben.

Korollar 4.20 Es sei A C R™ eine kompakte Menge mit beschrankter Umgebung B. Dann
gilt: Die Menge A besitzt genau dann die ISDS-Eigenschaft (fiir geeignete u, o, 7, ag und
das obige B), wenn sie asymptotisch stabil mit Stabilitdtsumgebung B ist.

Beweis: Nach Lemma 4.15(i) folgt aus ISDS die asymptotische Stabilitidt von A.

Umgekehrt zeigt Satz 4.8(i), dass A y—robust ist, wobei die Konstruktion im Beweis dieses
Satzes sogar monotone y—Robustheit liefert. Also ist A nach Satz 4.19 ISDS. U

Beweis von Satz 4.19: Nach Lemma 4.15(ii) folgt aus der ISDS Eigenschaft die monotone
~v—Robustheit mit Robustheitsmafl 4. Da die Konstruktion der A, im Beweis von Lemma
4.15(ii) aber unabhéngig von 4 ist, folgt H(As, A) < A(«) fir alle 4 > v, und damit auch
H(Au, A) < v(a), also die v—Robustheit.

Die Folgerung “y—Robustheit = ISDS” beweisen wir, indem wir eine ISDS-Lyapunov-
Funktion V' gemifl Satz 4.16 auf O = B konstruieren. O.B.d.A. kénnen wir vorwérts a—
Invarianz von B annehmen, ansonsten ersetzen wir B durch int |J,~o Va, (t, B) (beachte,
dass die y—Robustheit mit diesem erweiterten B erhalten bleibt).

Wir wéhlen nun ein beliebiges ¥ € Ko mit 4 > « fiir r > 0 und definieren zunichst
induktiv eine zweiseitige Folge b;, ¢ € Z, indem wir by = 1 setzen, b; < by beliebig im
Intervall (bg, v~ 1(5(bg))) und setzen

biys =7 ((b:)) und b3 =5~ (y(b;))
fiir ¢ € Z. Man rechnet nach, dass diese Folge
bi < bi+1 und Y(b;) = (bi+3),

sowie b; — 0 fiir i — —oo und b; — oo fiir i — oo erfiillt. Wir schreiben kurz r; = ~(b;)
und 7; = 7(b;) und setzen a; = max{b;, ap}.

Nun definieren wir die Mengen
B;:={x € B|H*(V,,_ (t,x),A) <rj firalle j >4, ¢t € Tg}.

Aus der Konstruktion folgt H*(B;, A) < r; und B; C B;y;. Dariiberhinaus ist jedes B;
vorwéirts a,;_j—invariant, woraus insbesondere

Vo, (t +e, Bl) =V, (t7 Vo, (5? BZ)) C \I/(li+1 (tv Bl)
fiir alle ¢, > 0 folgt. Wegen der Monotonie der A, folgt fiir alle j > i die Ungleichung
H*(\I/aj71 (t? Aaz'fl)v A) < H*(\Ijaj71 (tv Aaj71)’ A) < W(ijl) < W(Qj) =Ty,

weswegen Ag,, , C B; ist. Jede der Mengen B; enthélt damit wegen A C int A, insbesondere
eine Umgebung von A. Zudem gilt B; = B fiir alle hinreichend grofien 7

Aus der y—Robustheit folgt die Ungleichung

H*(\I]al',l(B’FFl’ t)’ Aai—l) —0
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fiir ¢ — oo und damit wegen H(A,, ,, A) < y(ai—1) auch

lim sup H*(\Ilaifl (Bi-‘rlvt)a A) < ’Y(Gi—l) < ’Y(ai) < 'Y(bz) =T

t—o0
Insbesondere existiert also ein At; € Tar, so dass fiir alle ¢ > 0 die Ungleichung
H*(\Ijai—l (tv \I/tli_1 (Bi+17 Ati))v A) = H*(‘Ijai—l (B7;+1, At; + t)> A) <7

gilt. Wenn wir 0.B.d.A. At; > At; fiir alle j > i annehmen (beachte, dass die At;, j > ¢
beschrankt sind, da B; = B und a; = o gilt fiir alle hinreichend grofien j), folgt damit
auch

H*(‘Ilaj71 (tv \Ilaifl (Bi+17 Ati))v A) < H*(‘l}ajfl (Bj+17 Atj + t)v A) STy

fiir alle t > 0, weswegen die Inklusion
Vo, (Big1,At;) C B;

gilt.
Nun definieren wir V' wir folgt: Falls ® ein kontinuierliches System ist, definieren wir fiir

jedes r € [Fi_a,7;—1] die Mengen

Cr =Y, <~ri_1_~rAti,Bi+1> U B;
Ti—1 — T5—2
und falls ® ein diskretes System auf T = hZ ist, definieren wir

Cr =Y, , ([WAQ] ,Bz‘+1> U B;,
Ti—1 — Ti—2 h
wobei [r], die grofite Zahl s € hZ mit s < r ist. Schlieflich setzen wir fiir z € B
V(z):=inf{r > 0|z € C,}.

Wir zeigen zunéchst, dass V(z) die Ungleichung (4.9) erfiillt. Per Konstruktion gilt fiir
r € [Fi—2,T;—1] die Ungleichung

H*(Cr,A) < max{sup H*(V,, ,(t,Bi+1),A), H(B;, A)}
>0
< rigr = Y(big1) = Albi—2) = Fig < T
Damit gilt die Folgerung d(z,A) =r = € C; firalle 7 <r = V(z) > 7 firaller <r =

V(x) > r und wir erhalten
V(z) > d(x, A).

Fiir die obere Schranke setzen wir zunéchst
5(r) :==sup{V(z) |z € O, d(z, A) < r}.

Sicherlich gilt dann V(z) < &(d(x, A)), zudem ist & monoton wachsend und es gilt 5(r) — 0
fiir r — 0, da jedes B; und damit jedes C) eine Umgebung von A enthélt: Fiir jedes € > 0
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finden wir deswegen § > 0, so dass Bs(A) C C, gilt fiir ein r < e, woraus V (z) < ¢ fiir alle
x € Bs(A) folgt. Mit der inzwischen bekannten Regularisierung

(r) = max{a(s) — |s — 1]

erhalten wir aus & eine stetige und monoton wachsende obere Schranke & fiir V und durch
Addieren einer beliebigen Funktion 1 € K, schliellich die gesuchte obere Schranke o =
0+ 1€ K

Es bleibt die Ungleichung (4.10) zu zeigen, insbesondere miissen wir p definieren. Wir
definieren dazu zunéichst die stiickweise konstante Funktion
) Tio1 — Ti—2
r)=——=
g(r) AL

fiir r > 0 mit r € [Fj_2,7;—1]) und g(r) := 0 fiir » < 0. Fiir dieses § kénnen wir nun wiederum
ein Lipschitz—stetiges g : R — R mit ¢ < g und g(r) > 0 fiir » > 0 finden. Wir definieren
u als Losung der DGL fi(t) = —g(u(t)). Fir alle r € [7;_9,7;—1] gilt dann die Ungleichung
f(t) > —g(u) und deswegen auch

Ti—1 — Ti—2

)y >r—t
p(r,t) >r A7

solange pu(r,t) > 7;_o ist. Aus dieser Ungleichung folgt

~ ( t) Ti—1 — (T — tififzfi“) ~
Ti—1 — T - t; Ti—1—7T

LT Y A < ~ _ At = =27 At 4t
Ti—1 —Ti—2 Ti—1 —Tj—2 Ti—1 —Ti—2

Fiir jedes r € (72, Ti—1] wihlen wir ¢(r) > 0 so, dass die Gleichung

(T, t(r)) =7

gilt und setzen s; = t(7;_2). Aus der Konstruktion der C, erhalten wir damit fiir alle
t €0,s; —t(r)]

qjai71 (t’ CT)

N

Ti1—T
\I’aFl #Atl +1t,Biy1 | UDB;
Ti—1 —Ti-2

N

~Z'— - 7t
Uy, o <T~1M~(T)Ati, Bi+1> UBi C GOy

Ti—1 = Ti-2
Im zeitdiskreten Fall gilt diese Inklusion ebenfalls, wenn man alle betrachteten Zeiten

mittels [ -], auf hZ einschrinkt.

Wir betrachten nun ein z € B, ein t > 0 und eine Stérung w € Wy,. Es sei r > V(z)
minimal mit der Eigenschaft

v(w,t) < p(r,t),

wobei v gemifl Definition 4.14 mit 4 an Stelle von v definiert ist. Wegen der Minimalitét
von r muss dann entweder r = V(x) oder v(w,t) = u(r,t) gelten. Aus der Ungleichung fiir
v erhalten wir wie im Beweis von Lemma 4.17

F(JJw()]]) < p(r,7) fiir alle 7 € [0, ¢]. (4.15)
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Aus der Definition von V folgt auflerdem = € Cj; fiir jedes # > r. Wihlen wir nun ein
beliebiges 7 > r und 7 so, dass 7 € (7j_2, 7—1] gilt, so folgt die Inklusion

U(t, Cr,w) € Wy, (t,Cr) € Vo, (t+ (), Biv1) N Bi € Cyip
fir alle 7 € [0, s; — t(7)]. Fiir V' bedeutet dies
V(¥(tz,w)) < p(r,t)
fiir alle diese 7, und da r > 7 beliebig war, auch
V(2 w)) < i) (4.16)
fiir alle 7 € [0, s; — t(r)]. Zum Zeitpunkt 7 = s; — ¢(r) gelten
V(¥ (r,z,w)) < p(r,s; —t(r)) = Fi—g und v(w(r + ), t) < p(r,s; —t(r)) = ri—2,

so dass wir mit x = U(7,z,w), w = w(7 + ) und r = 7_» induktiv fortfahren kénnen, bis
wir den gewéhlten Zeitpunkt ¢ > 0 erreichen. Damit erhalten wir aus der Wahl von r die
Ungleichung

V(U2 w)) < p(r,t) < max{u(V(z),t), v(w, 1)},

also gerade (4.10) und die Behauptung folgt aus Satz 4.16. 1l

4.5 Zeitliche Diskretisierung asymptotisch stabiler Mengen,
Teil 11

In diesem Abschnitt wollen wir die am Ende von Abschnitt 4.3 aufgeworfene Frage beant-
worten, indem wir geeignete Bedingungen an die Ay formulieren. Zunéichst brauchen wir
dazu eine erweiterte Version unseres Einbettungslemmas 3.5.

Lemma 4.21 (Einbettungslemma mit Stérung) Gegeben seien eine Differentialglei-
chung (3.1) sowie ein Einschrittverfahren geméf Definition 3.3. Die davon definierten semi-
dynamischen Systeme seien mit ¢ und ®; bezeichnet. die zugehérigen gestérten Systeme
mit ¥ und \Tlh. Dann gilt:

(i) Fiir jeden Anfangswert z € R", jedes ¢ > 0 und jede Stérfunktion @ € W! existiert
eine Storfunktion w € W, mit o = (1 4+ Lh)(EhP 4 ¢), so dass die Gleichung

\T/h(t,m,w) = U(t,z,w)
fiir alle t € hNy gilt. Insbesondere gilt also
Upo(t,x) C Uyt x)

fiir alle t € hNj.

(ii) Fir jeden Anfangswert x € R", jedes € > 0 und jede Storfunktion w € Wi, existiert
eine Storfunktion @ € W" mit o = Eh? 4 el so dass die Gleichung

U(t,z,w) = ¥p(t, z, )
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fiir alle t € hNg gilt. Insbesondere gilt also
U (t,2) C U ot, )
fir alle t € hNp.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Lemma 3.5:

(i) Wir zeigen zunéchst, dass fiir jedes x € R” und @ € W; ein w € W, mit o = (1 +
Lh)(Eh? + ¢) existiert, so dass die Gleichung

Uy, (h, 2, @) = U(h,z, w) (4.17)
gilt. Zum Beweis dieser Gleichung setzen wir

o (Ivjh(hvwi) — @(h,.’l))
B h

Damit gilt y(0) = z, y(h) = Uy (h, z,®) und
ly(t) — @(t, 2)|| < tl|Az| <H(ER" +¢).

Ax und y(t) = @(t, x) + tAx.

Wir konstruieren nun ein w, so dass V(¢,z,w) = y(t) fir alle ¢t € [0, h] gilt. Dieses w ist
gegeben durch

w(t) = f(@(t,2)) — fy(t)) + Az,
denn einerseits gilt

d
Ut 3, w) = f(U(tw,w)) + w()

und andererseits gilt
%y(t) = f(®(t,x)) + Az = f(y(t) + (2t 2)) — f(y(t) + Az = f(y(t)) + w(?).

Also erfiillen ¥(¢,z,w) und y(t) die gleiche DGL mit gleichem Anfangswert in ¢ = 0,
weswegen sie fiir alle ¢ > 0 und damit insbesondere in ¢t = h {ibereinstimmen miissen.

Um nachzuweisen, dass w € W, fir a = (1 + Lh)(ERP + ¢) gilt, tiberlegt man sich zuerst,
dass es reicht, w(t) fiir ¢ € [0, h) wie oben zu wihlen und w(t) = 0 fiir ¢ & [0, h) zu setzen,
da nur die Werte w(t) fiir ¢ € [0, h) in der Berechnung von V¥ (h, z, w) eingehen. Wegen

lw@®f = IIf (Dt 2)) = f(y(t) + Az| < L[| Az|| + [|Az|| < (1 + Lh)(ER" +€)
fiir t € [0, h] folgt damit w € W, fiir das behauptete o = (1 + Lh)(EhP 4 ¢€). Damit ist
(3.2) bewiesen.

Der Beweis der Behauptung fiir alle ¢t € hNy folgt nun analog zum Beweis von Lemma
3.5(i) per Induktion iiber hi.

(i1) Wie im Teil (i) zeigen wir die Behauptung fiir t = h. Dies folgt hier sofort mit der Wahl

U(h — By (h
a0) — Vlaw) = Bu(ha)
h
Auf Grund der Konsistenz—Annahme und Lemma 4.7 ist w(0) € W, und die behauptete

Gleichheit ist offensichtlich. Nun ergibt sich die Behauptung analog zum Beweis von Lemma
3.5(1) mittels Induktion. U

Um unseren Satz zu formulieren, benétigen wir noch eine weitere Definition.
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Definition 4.22 (i) Eine Menge von Funktionen 7 € Koo, h € RT heifit asymptotisch
gleichmdfsig, falls eine Funktion v € K, existiert, so dass die Ungleichung

lim sup v (r) < ()
h—0

fiir jedes r > 0 gilt.

(ii) Eine Folge von Funktionen 8, € KL, h € R heifit asymptotisch gleichmiifig, falls eine
Funktion 8 € KL existiert, so dass die Ungleichung

lim sup By (r, t) < B(r, t)
h—0

fiir jedes r > 0 und ¢ > 0 gilt. a

Bemerkung 4.23 (i) Anschaulich bedeutet Bedingung (i) gerade, dass die Werte ~;(r)
fiir h — 0 nicht beliebig grofl werden kénnen und dass die Geschwindigkeit der Konvergenz
lim, gy, (r) = 0 fiir h — 0 nicht beliebig langsam werden kann.

(i) Fiir Bedingung (ii) gilt das in (i) gesagte analog fiir 5, im ersten Argument. Zusétzlich
verlangt Bedingung (ii), dass die Geschwindigkeit der Konvergenz limy_, o By (7, t) = 0 fir
h — 0 nicht beliebig langsam werden kann. a

Wir illustrieren Definition 4.22 an einigen Beispielen.

Beispiel 4.24 (i) Betrachte die Funktionen
(1) = Kpr.

Fiir diese Funktionen besagt Definition 4.22(i) gerade, dass limsup;,_,q K, = K < oo ist.
Die Funktion v kann dann als
(r) = Kr
gewihlt werden.
(ii) Betrachte die Funktionen
(r) = KrPr.
Hier ist Definition 4.22(i) genau dann erfiillt, wenn

limsup pp, =: p* <oo und liminf pp =: px >0
h—0 h—0

ist. Falls die erste Bedingung verletzt ist, folgt lim supj,_,o vn(r) = oo fiir jedes r > 1, falls
die zweite Bedingung verletzt ist, folgt limsup,_, v (r) = 1 fiir jedes r € (0,1). Falls die
Bedingungen erfiillt sind, kann die Funktion -~y als

| KrP, o r<1
v(r) = Kre®, r>1

gewihlt werden.



70 KAPITEL 4. ROBUSTE ATTRAKTION UND ZEITLICHE DISKRETISIERUNG

(iii) Fiir
Bu(r,t) = che Mr
ist Definition 4.22(ii) gerade erfiillt, falls lim sup;,_,q ¢, =: ¢ < 0o ist. Dann kann

B(r,t) = ce My

gewiahlt werden.

(iv) Fir
Bnlr,) = ce et

ist Definition 4.22(ii) gerade erfiillt, falls liminf;, .o A, =: A > 0 ist. Falls dies nicht gilt,
folgt limsupy,_,g Br (7, t) = r fiir alle ¢, > 0. Falls die Bedingung erfiillt ist, konnen wir
B(r,t) = ce Mr

wahlen. O

Mit Hilfe von Definition 4.22 kénnen wir nun unseren zweiten fundamentalen Satz zur
Diskretisierung asymptotisch stabiler Mengen formulieren.

Satz 4.25 Betrachte eine Differentialgleichung (3.1) mit Losungen ® und ein dazu gehori-
ges Einschrittverfahren &Dh gemifl Definition 3.3 mit Konsistenzordnung p > 0. Fiir alle
hinreichend kleinen h > 0 seien Ay asymptotisch stabile Mengen fiir 5 mit beschrinkter
Stabilitdtsumgebung B. Weiterhin sei A C B eine Menge mit

lim H(A,, A
hlg(l) (An, 4) =0

und es seien 7 € Ko und g € L.

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Die Mengen A}, sind monoton ~y—robust mit asymptotisch gleichméfiigen Robustheits-
raten vy, € Ko (mit Schranke +).

(ii) Die Mengen A}, besitzen asymptotisch gleichméfiige Attraktionsraten 5, € KL (mit
Schranke (3).

(iii) Die Menge A ist eine asymptotisch stabile Menge fiir ® mit Stabilitdtsumgebung B.

Falls diese Aussagen gelten, so gilt zudem:

(a) Die Menge A ist y-robust mit Robustheitsmaf v aus (i)

(b) Die Menge A besitzt die Attraktionsrate 3 aus (ii).

(c) Falls A und A), Attraktoren sind, so gelten die Abschitzungen

H*(An, A) < y((1+ Lh)ER?) und H*(A, Ap) < vu(ERP),

also insbesondere R
H(Ap, A) < max{y((1 + Lh)ERP), 7,(ERP)}

fiir v, und v aus (i).
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Beweis: Wir beweisen zunichst die behauptete Aquivalenz und (a).

“(i) = (iii)”: Es seien ﬁh@ die a—asymptotisch stabilen Mengen aus der y—Robustheit der
Ap. Nach Satz 3.18(ii) ist Ay, := Ap o mit o = EhP eine asymptotisch stabile Menge fiir
®;,. Wegen R B R

H(Ap, A) < H(Ap, Ap) + H(Ap, A)
folgt H(Ap, A) — 0 fiir h — 0.

Zum Beweis der Vorwiértsinvarianz von g sei t > 0 und € > 0 beliebig. Fiir hinreichend

groBes £k > 0 und h = t/k gilt H(Ap, A) < e. Da Aj vorwérts invariant bzgl. ®; und

t = hk € hZ ist, folgt ®(t, Ap) = Pp(t, Ap) C Ap. Aus dem Gronwall-Lemma folgt
H*(®(t, A), Ap) < H*(D(t, A), ®(t, Ap)) + H*(®(t, Ap), Ap) < " H* (A, Ay) < Ve

=0

Also folgt A R R
H*(0(t, A), A) < H*(B(t, A), Ap) + H*(Ap, A) < (1+ ).

Da € > 0 beliebig war, folgt

~ o~

H*((I)(t>A)’ ) =

also

O(t,A) e A
und damit die Vorwértsinvarianz.
Zum Beweis der Konvergenz H*(®(t, B), /T) — 0 beachte, dass die Menge R = {5, ®(, B)
beschrankt ist: da B eine Stabilititsumgebung von Ay, fiir @y, ist, ist Ry, = Ut:hizo d(t, B)
beschrinkt, weswegen auch R = ®(][0, k], Ry) als Bild einer beschrinkten Menge beschrinkt
ist. Daher ist sup{||f(z)|||z € R} =: C < oo und fiir alle x € B und alle ¢,7 > 0 folgt die

Abschitzung
|®(t+ 1,2) — ®(t,x)| < CT,

woraus insbesondere

limsup H(®(t, B), A) = limsup H*(®,(t, B), A) + Ch

t—o00 t—oo, tERZ

folgt. Wahlen wir nun € > 0 und h > 0 so klein, dass H(Ap, E) < ¢ gilt, so folgt

limsup H(®(t, B),A) = limsup H*(®p(t,B),A) + Ch
t—o00 t—oo,tERZ
< limsup H*(®4(t, B), Ap) + H(Ap, A) +Ch < e+h.
t—o0,tEhZ

Da ¢, h > 0 beliebig klein sind, folgt die Behauptung.

Wir zeigen noch Behauptung (a), indem wir fiir gegebenes hinreichend kleines & > 0 eine
a—asymptotisch stabile Menge Ag fiir ¥ mit H(Ag, j) < v(&) konstruieren. Sei dazu h > 0
hinreichend klein, so dass fiir den Wert a = EhP+e"d aus dem Einbettungslemma 4.21(ii)
(angewendet mit ¢ = &) eine a—asymptotisch stabilen Menge Ah o fiir ¥y, , existiert. Diese
erfiillt nach (i)

H(Ap o, Ap) < n(a).



72 KAPITEL 4. ROBUSTE ATTRAKTION UND ZEITLICHE DISKRETISIERUNG

Aus dem Einbettungslemma folgt, dass diese Menge a—asymptotisch stabil fiir die Zeit—h
Abbildung ¥y, von ¥ ist. Also folgt

H* (Vg n(t, B), Apg) — 0

fiir ¢ — co. Aus der gleichméfligen Stetigkeit von ¥ in ¢ folgt analog zu oben die Existenz
einer Konstanten C' > 0 mit

H*(\I’d(tv B)’ Ah,a) < Ch
fiir alle hinreichend groflen ¢ > 0 und damit

H*(U4(t, B), A) H(Vs(t, B), Ano) + H(Apo, Ap) + H(Ap, A)

<
< Ch+ (@) + H(Ay, A)

fiir alle hinreichend grofien ¢t > 0. Analog folgt aus der vorwirts a—Invarianz von gh,a fiir
U}, die Ungleichung

-~

H*(W4(t, A), A) < yp(a) + Ch
fiir alle t > 0. Die Menge

ist nun die Vereinigung einer a—asymptotisch stabilen Menge (dies folgt, da B eine a—
absorbierende Menge fiir ¥ ist) und einer a—vorwérts invarianten Menge, und damit a—
asymptotisch stabil fiir ¥. Fiir diese Menge konnen wir abschétzen

H(As, A) = H*(As, A) < Ch + y(a) + H(Ay, A).

Fiir h — 0 konvergiert die rechte Seite dieser Abschétzung gegen (&), woraus (a) folgt.

“(iii) = (i)”: Nach Satz 4.8(i) ist jede Menge A}, y-robust mit einem (zunéchst unbekann-
ten) Robustheitsmafl 7. Ebenfalls nach Satz 4.8(i) ist auch A ~y—robust mit geeignetem
~. Es seien A, die zugehérigen a-asymptotisch stabilen Mengen. Mit Lemma 4.21(i) folgt
durch Einbettung von ¥, o in W (14 14)(Err+a), dass die Mengen

Avh,oc = A\(l—i—Lh)(EhP-l—a)

a—asymptotisch stabil fiir \T/h,a sind. Wegen

H(Apo, Ap) < H(Ap o, A) + H(A, A) < (1 + Lh)(ERP 4 ) + H(A, Ay)

konnen wir folgern, dass

() = min{Fn(r), ¥((1 + Lh)(ER’ + o)) + H(A, Ap)}

ein Robustheitsmaf fiir Aj, ist. Diese v, sind offenbar asymptotisch gleichméfiige Robust-
heitsmafle mit Schranke ~.
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“(ii) = (iii)”: Aus dem Konvergenzsatz fiir Einschrittverfahren (vgl. Numerik II) folgt fiir
jedes t > 0 die Abschétzung

10 (¢, ) — Pu(t, 2)|| < CihP
fiir ein geeignetes Cy > 0. Also folgt

d(CI)(t,:L'),A\) < H@(t, x) - (T)h(tvx)H + d(a)h(tvw)ﬂzh) + H(thag)
Cih? + By (d(z, Ap), t) + H(Ap, A)
Cih? + B (d(z, E) +e,t)+e

fiir alle h > 0, fiir die H(Ap, 2) < e gilt. Mit h — 0 folgt
d(®(t, x), A) < B(d(z, A) +e,t) +&

<
<

fiir alle £ > 0 und damit auch

-~

d(®(t,z), A) < B(d(z, A), t).

Mit Satz 3.22 folgt (iii) und zugleich (b).
“(iii) = (ii)”: Nach Korollar 4.20 ist A ISDS. Mit Lemma 3.5(i) folgt daraus die Abschét-

zung
d(Dp(t, x), Ap) < max{p(o(d(z, A) + H(Ap, A)),t), y(ERP)} + H(A, A).
Nach Lemma 3.21 existiert eine Attraktionsrate 3j,. Offenbar ist damit
Bu(r,t) < min{ max{u(o(r + H(Ay, A)), 1), y(ER)} + H(Ap, A)}, Gu(r.1)}
eine weitere Attraktionsrate, fiir die

limsup By (r, t) = p(o(r),t)
h—0

gilt, also die (ii) geforderte asymptotische Gleichméfigkeit mit 3(r,t) = u(o(r),t).

(c) Die Aussage folgt wegen der Minimalitdt von Attraktoren (Satz 2.10) sofort aus Satz
3.18 und den angenommenen Robustheitseigenschaften. U

Bemerkung 4.26 Die in Satz 4.25 gegebenen Bedingungen (i) und (ii) sind hinreichend
und notwendig fiir die Tatsache, dass A eine asymptotisch stabile Menge bzw. ein Attraktor
ist. Bedingung (i) ist hierbei eher theoretischer Natur, da man die y—Robustheit der nume-
rischen Mengen nur schwer iiberpriifen kann. Bedingung (ii) hingegen eignet sich gut fiir die
praktische Uberpriifung, denn auch wenn man die Bedingung in der Praxis nicht fiir alle
(hinreichend kleinen) Zeitschritte h > 0 testen kann, so liefert sie doch die Grundlage fiir
das folgende praktisch brauchbare Verfahren zur Uberpriifung numerischer Simulationen:

Wenn man in einer Simulation eine Folge numerischer Attraktoren xZIhi fiir verschiedene
Schrittweiten hy > ... > hy > 0 beobachtet, so betrachtet man die Konvergenzgeschwin-
digkeit der Trajektorien aus einer Umgebung von ghi gegen Ehi- Wenn diese unabhéngig
von h; ist, so legt das nahe, dass sich in der N&dhe der ghi ein echter Attraktor A befin-
det; falls die Konvergenzgeschwindigkeit aber mit fallendem h; immer langsamer wird, so
befindet sich kein echter Attraktor A in der Nihe der Zhi. a



74 KAPITEL 4. ROBUSTE ATTRAKTION UND ZEITLICHE DISKRETISIERUNG

Satz 4.25 gibt eine umfassende Antwort auf die Frage, unter welchen Bedingungen Satz 4.11
umkehrbar ist, allerdings beantwortet er noch nicht die Frage, wann man die “asymptotisch
stabilen Mengen” in Satz 4.11 durch “Attraktoren” ersetzen kann. Ebenso ist noch nicht
geklart, ob Satz 4.25 fiir Attraktoren gilt.

Der folgende Satz zeigt, dass Satz 4.25 immer auch fiir Attraktoren gilt, wahrend Satz 4.11
nur genau dann fiir Attraktoren gilt, wenn eine weitere gleichméflige Attraktionsbedingung
erfiillt ist.

Satz 4.27 (i) Es gelten die Voraussetzungen und Bedingungen (i)-(iii) von Satz 4.25,
zusétzlich seien die Aj;, Attraktoren. Dann ist auch A ein Attraktor.

(ii) Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.11, zusétzlich sei A ein Attraktor. Dann gilt:
Die Mengen Ay, aus Satz 4.11(i) konnen genau dann als Attraktoren gewihlt werden, wenn

fiir die numerischen Systeme ®; Attraktoren g}“l mit Stabilitdtsumgebung B existieren, die
asymptotisch gleichméfige Attraktionsraten besitzen.

Beweis: (i) Falls die A;, Attraktoren sind, so kann man die Riickwirtsinvarianz von A
analog zur Vorwiértsinvarianz im Teil “(i) = (iii)” des Beweises von Satz 4.25 zeigen, also
ist A ebenfalls ein Attraktor.

(ii)) “=": Wenn die gh Attraktoren sind, so besitzen sie nach Satz 4.25(ii) auch asympto-
tisch gleichméflige Attraktionsraten, also folgt die Aussage mit A7 = Ayp,.

“«<”: Wir nehmen an, dass die K}; existieren. Seien /Th die asymptotisch stabilen Mengen
aus Satz 4.11(i). Wir zeigen, dass auch die A; die Aussage von Satz 4.11(i) erfiillen.

Wegen der Minimalitét der Attraktoren muss ZZ C A, gelten, also folgt insbesondere
H*(A;,A) — 0 fiir h — 0. Nehmen wir nun an, dass H*(A, A}) / 0 gilt. Dann gibt es ein
€ > 0 und eine Folge h; — 0, so dass

H*(A A5 ) > ¢
fiir alle ¢ € N gilt. Da B beschrénkt ist, existiert eine Konstante M > 0 mit
H*(B,A;) <M

fiir alle ¢ € N, und aus der gleichméfligen Attraktion der h; folgt, dass es ein ¢ > 0 gibt, so
dass die Ungleichung

ﬁhi(M,t) S 8/4

fiir alle hinreichend groflen ¢ € N gilt. Mit dieser Wahl ergibt sich insbesondere

H*(®,(t, B), Aj,)) = sup d(®n, (t, ), A},)) < sup B(d(x, A}, 1) < B(M, 1) < g/4.
zeB z€B

Aus dem Konvergenzsatz fiir Einschrittverfahren erhalten wir

H(®(t, B), ®p,(t, B)) < Ch? < ¢/4
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fiir alle hinreichend grofien i € N. Also folgt mit zweimaliger Anwendung der umgekehrten
Dreieksungleichung fiir H*

H*(A, ®(t, A)) H*(A,®(t, B))
H*(A, @, (t, B)) — H*(®(t, B), ®p,. (t, B))
H*(A, A},)) — H*(®4,(t, B), A;,)) — H*(®(t, B), ®y,(t, B))

e—pB(M,t)—Ch? > e—e/d—c/4 > €/2>0.

AVAR AVAR AVARLV]

Dies widerspricht der Invarianz des Attraktors A, weswegen die Konvergenz H* (A, g}i) —0
gelten muss. U

4.6 Spezialfalle

Satz 4.27 verwendet Bedingungen an numerische Attraktoren A, (bzw. ‘ZZ)’ um Konver-
genz gegen einen echten Attraktor A zu zeigen.

In diesem Abschnitt wollen wir einige Spezialfille von Attraktoren A betrachten, in de-
nen wir Konvergenz von Attraktoren gegen Attraktoren erhalten, ohne Bedingungen an
die Ay, (bzw. E}’;) stellen zu miissen. Wir ersetzen diese Bedingungen an die numerischen
Attraktoren also durch Bedingungen an den Attraktor A der Differentialgleichung.

Zunéchst halten wir dazu die folgende einfache Konsequenz aus Satz 4.11 fest.

Korollar 4.28 Betrachte eine DGL (3.1) mit Losungsystem ® sowie ein zugehoriges nu-
merisches Einschrittverfahren ®j, gemifl Definition 3.3. Sei A ein Attraktor von ® mit
Stabilitdtsumgebung B und Robustheitsmafl v € Koo. Dann existieren fiir alle hinreichend
kleinen h > 0 Attraktoren Aj fiir ®; mit Stabilitdtsumgebung B, fiir die die Ungleichung

H*(A, A) < y(ERP)

gilt.

Beweis: Nach 4.11 existieren asymptotisch stabile Mengen Ay, fiir 5, fiir die die behauptete
Abschétzung gilt. Nach Korollar 3.15 existieren dann auch Attraktoren A; C A, fiir die
wegen der Eigenschaften von H* dann auch die behauptete Ungleichung gilt. 1l

Bemerkung 4.29 Die aus Korollar 4.28 folgende Konvergenz
lim H*(A},A) =0
pm H™ (A5, 4)
wird auch oberhalbstetige Konvergenz genannt. a

Als ersten Spezialfall betrachten wir einen Attraktor, der aus genau einer periodischen
Losung besteht.
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Satz 4.30 Es sei A ein Attraktor mit Stabilitdtsumgebung B, der aus genau einer peri-
odischen Losung besteht, d.h. es existiert ein T' > 0, so dass fiir jedes x € A die Gleichung

A={®(t,z)|t € 0,T]}

gilt. Sei E)h ein Einschrittverfahren gemé&f Definition 3.3 und ~ das Robustheitsmaf} des
Attraktors A. Dann existiert fiir alle hinreichend kleinen h > 0 ein Attraktor Aj; mit
Stabilitdtsumgebung B, fiir den die Ungleichung

H(AL, A) < C(y(ERP) + hP + h)

fiir eine geeignete Konstante C' > 0 gilt. Insbesondere folgt also die Hausdorff-Konvergenz
von A7 gegen A ohne weitere Annahmen an Aj.

Beweis: Aus Korollar 4.28 folgt, dass fiir th und hinreichend kleine h Attraktoren Aj
existieren, fiir die die Ungleichung

H* (45, A) < ~(ER?) (4.18)
gilt. Es bleibt zu zeigen, dass die Abschitzung
H*(A, A;) < C(y(ERP) 4+ h? + h)

fiir ein geeignetes C' > 1 gilt, dann folgt die Behauptung mit diesem C. Aus dem Konver-
genzsatz fiir Einschrittverfahren (Satz 2.11 der Numerik II-Vorlesung [5]) folgt, dass ein
C1 > 0 existiert, so dass die Abschitzung

|Bu(t,2) — B(t, )| < Cul?

fiir alle ¢ € hZ mit ¢ € [0,7] gilt. Aus dem Gronwall-Lemma 4.5 kénnen wir folgern, dass
® die Abschitzung
[ (2, 21) = (t, 22)|| < Coflz1 — 22

fiir alle t € [0, 7] erfiillt. Zudem gilt fiir & auf A die Abschéitzung
(¢, z) — =|| < Cst,

wobei C3 eine Schranke fiir || f|| auf A ist.

Aus (4.18) folgt nun, dass Punkte 2* € A} und x € A mit ||2* —z|| < y(EhP) existieren. Da
A7 invariant ist, folgt &Jh(t, x*) € A} fiir alle t € hN. Es sei nun y € A ein beliebiger Punkt.
Wegen der Periodizitédtsannahme lisst sich y = ®(¢,z) fir ein ¢ € [0, 7] schreiben. Es sei
nun t, das grofite ganzzahlige Vielfache von h mit ¢, < t. Wegen y = ®(t — ty, ®(tp, ))
folgt

ly = Paltn, a*) | < lly = B(tn, )| + |9 (tn, @) — D(tn, )| + | @(tn, &*) = D (tn, ")
< Csh+ Coy(ERP) + C1h? = C(h+~(EWP) + RhP),

wobei wir C' = max{1, Cy, Cy, C3} wihlen. Dies zeigt die Behauptung. U
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Tatséchlich kann man diese Abschétzung zu
H(A}, A) < C(y(ER") + h?)

verschirfen, wenn man die geometrische Eigenschaft des Attraktors ausnutzt, dass dieser
durch eine differenzierbare Kurve definiert ist. Wir wollen diesen Aspekt hier aber nicht
vertiefen.

Beachte, dass wir bereits einige Attraktoren kennen gelernt haben, die die Voraussetzung
von Satz 4.30 erfiillen, z.B. den Attraktor A = {z € R?||jz|| = 1} aus Beispiel 2.9(ii).
Zudem erfiillt jeder einpunktige Attraktor A = {z*} die Voraussetzung, sogar fiir jedes
T > 0. Fiir exponentiell stabile einpunktige Attraktoren kann man Satz 4.30 sogar wei-
ter verschirfen, wenn man die folgende Annahme an das numerische Einschrittverfahren
macht.

Annahme 4.31 Es sei z* € R" ein Gleichgewicht der DGL (3.1), also f(z*) = 0. Das
Einschrittverfahren ®;, erfiille in einer Umgebung Bs(x*) mit § > 0 die Abschétzung

1@4(h, ) = @(h, )| < Dl — z*||h*

fiir eine Konstante D > 0. |

Beispiel 4.32 Jedes Runge-Kutta—Verfahren erfiillt Annahme 4.31. Wir beweisen dies
exemplarisch fiir das Euler—Verfahren @, (h,z) = x + hf(x):

Wir betrachten zunéchst die Funktion ¢ (t) = ||®(¢,z) — z||. Fiir diese gilt

P(t) = IIq’tw)—fCll

SSC

- Af@@wb—ﬂ@+ﬂ@—ﬂfﬂs

——

AHﬂM&@) H®+/Hf 2)|lds

t
/LHCID(s,x)—x]ds-i-/ L||z — z*||ds
0 0

IN

IN

t
tL||x — x*|| + L/ P(s)ds
0
Mit dem Gronwall-Lemma folgt also
|@(t, ) — 2|l < iL|lx —a*|e"

mit ¢ < £. Damit gilt

Fa(h,2) — B(h,2)| :'hﬂm—[fﬂwammS
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< / Lljw — (s, )| ds
0

h
/O F(x) = F(D(s,2))ds
h

h
< / hL?||x — z*|ePds < L2e™ ||z — 2*||h?
0
also gerade die verlangte Abschitzung mit D = L?el". o

Nun kénnen wir den Satz iiber exponentiell stabile einpunktige Attraktoren (= Gleichge-
wichte) formulieren.

Satz 4.33 Betrachte eine DGL (3.1) mit Losungsystem & sowie ein zugehoriges numeri-
sches Einschrittverfahren Cf)h gemifl Definition 3.3, welches Annahme 4.31 erfiillt. Dann
gilt: Falls ® einen einpunktigen Attraktor der Form A = {z*} mit beschrinkter Stabi-
litdtsumgebung B besitzt, der exponentiell stabil ist, also eine Attraktionsrate der Form
B(r,t) = ce”r besitzt, so ist A fiir alle hinreichend kleinen i > 0 auch ein exponentiell
stabiler Attraktor fiir ®), mit gleicher Stabilitdtsumgebung B.

Beweis: Aus der Numerik II ist bekannt (vgl. den Beweis des Konvergenzsatzes Satz 2.11
im Skript zur Numerik II), dass Einschrittverfahren, die die Bedingungen aus Definition
3.3 erfiillen, konvergent sind. Genauer gilt fiir jedes T' > 0 die Fehlerabschéitzung

|®n(t, ) — @(t,2)|| < ECrh? (4.19)

fiir alle ¢ = ih € [0,7] und eine von £ und h unabhingige Konstante Cr. Aus Annahme
4.31 erhalten wir fiir e(t) = || Py (t,2) — ®(¢, z)|| und alle t € hNy mit Py (t,2) < e < ¢ die
induktive Ungleichung

e(t + h) @5 (t + h,x) — Bt + h, 2)||

= | Bn(h, Bu(t,x)) — D(h, B(t, 2))]
= [[®n(h, @p(t, ) — (R, Du(t, )| + [|B(h, Rp(t, 2)) — D(h, D(t,))]|
< Deh? + (1+ Lh)e(t).

Mit dem diskreten Gronwall-Lemma 4.5(ii) angewendet mit ¢ = e, C = Deh und b = L
erhélt man daraus

|®(t, ) — (¢, z)|| = e(t) < DeCph (4.20)

fiir alle z, T, fiir die die Ungleichung
1@n (t,2) — || < &

fiir alle t = ih € [0, T gilt.
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Wir zeigen nun zunéchst die folgende Aussage: Es existiert ein T* > 0, so dass fiir alle
x € B und alle hinreichend kleinen h > 0 die Ungleichung
[l — =]

2
gilt, wobei T} das kleinste ganzzahlige Vielfache von h mit Tj7 > T™ bezeichnet. Zum
Beweis von (4.21) wéhlen wir 7% = (In4c)/\, also gerade

|1© (T3, 7) — 2*|| < (4.21)

« 1
e _ L
e =T
Beachte, dass ¢ > 1 sein muss, damit die Ungleichung ||®(¢,z) — z*|| < 8(||x — =*||, ¢) fiir
t = 0 gelten kann. Wir setzen 7' = T 4 1 und unterscheiden zwei Falle:
1. Fall: ||z — 2*|| > 0/(2¢) fur § aus Annahme 4.31.
In diesem Fall wéhlen wir A € (0, 1) so klein, dass

C

5
ECTh? < —
8c
gilt (beachte, dass T* < Ty <T* 4+ h <T* 41 < T gilt). Aus (4.19) erhalten wir damit

180(T5z) —a*| < |Bn(T}o2) — O(T7, )| + |2 (T5, ) — 2|
< ECrH + B(lle - o) TF)
< %—I—ce‘AT*Ha}—x*H
< 2t
- & 4
<« Ye—ar) ot Yemary =l
- 4 4 2 ’

also (4.21).
2. Fall: ||z — z*|| < J/(2¢) fiir 6 aus Annahme 4.31.
In diesem Fall wihlen wir h € (0,1) so klein, dass die Ungleichungen
1
DCrh < — und ECrh? < i
4 8¢

gelten. Analog zum Fall 1 folgt aus der zweiten Ungleichung und (4.19) fiir alle t = ih €
[0,T] die Abschétzung

X * * 0 — *
19 (Ty, 2) — 27| < o+ ce Mz — 27,

aus der wir wegen

<§+c||a:—x*||<§+é<5
T8 -8 2

schlieBen kénnen, dass @, (t,z) € Bs(a*) liegt. Also konnen wir Ungleichung (4.20) anwen-
den, aus der

1@n(Th. ) 27| < (| @n(Ty, =) — ©(Ty, @)l + [|@(T), 2) — 27|
< Dllz —a7|Crh + 5(||lz — 27|, Ty)
—_— * *
< ||1' 4$ || +C€—>\T ||£L‘*.T*||
o -2 llz—a™] _ [o—2|

4 4 2 ’
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also wiederum (4.21) folgern kénnen.

Die Behauptung ist nun, dass aus (4.21) die exponentielle Stabilitdt von A = {z*} bzgl.
®,, folgt. Zuéchst einmal folgt aus Annahme 4.31, dass z* ein Gleichgewicht fiir ®;, ist.
AuBlerdem folgt per Induktion die Abschéitzung

@5 (iT5, ) — 2*|| < [|lw — 27| /2".

Aus dem Gronwall-Lemma angewendet auf (t) = || @4 (t,z) — || folgt (vgl. die erste
Ungleichung in Beispiel 4.32, hier angewendet mit ¢ = £) die Ungleichung

1Pn(t, ) —2*|| < |1Ba(t,2) — 2] + llz — 27| < (1 +tLe") |z — a7]].

Setzen wir nun A = (In2)/T", also e = 1/2, und é = 2(1 + T'LerT), so folgt fiir jedes
i € No und t = ih € [iT}, (i + 1)T}] die Ungleichung

@ (t,x) —a*|| = [|®n(t — Ty, Pu(iTy, x)) — 2*|
< (1 + tLet)||®y, (i}, ) — 2|
¢ .
< gl —a7/2f
= tsrlle -7
_ ée—S\T(H—l)Hx _x*H < 56_5\tHZ’ _x*H
und damit die behauptete exponentielle Stabilitét. U

Dieser Satz sagt also zweierlei aus. Erstens stimmen die numerischen Attraktoren mit den
exakten iiberein und zweitens erhilt man auch numerisch eine exponentielle Attraktions-
rate.

Bemerkung 4.34 Beachte, dass es fiir differenzierbare Vektorfelder f ein einfaches Kri-
terium fiir die exponentielle Stabilitdt von Gleichgewichten gibt. Berechnet man namlich
die Jacobi-Matrix

im Gleichgewichtspunkt, so ist A = {z*} genau dann ein exponentiell stabiler Attraktor,
falls alle Eigenwerte von D f(z*) negativen Realteil besitzen. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Annahme der exponentiellen Stabilitét wesentlich ist.

Beispiel 4.35 Betrachte die DGL

#1(t) = —w2(t) — a1 (t)|2(t)]|
ia(t) = wi(t) — za(t)|2(t)]|

Abbildung 4.3 zeigt links die exakte Losung fiir ¢ = 0, ..., 200 und Anfangswert z = (0,1)7,
die gegen das Gleichgewicht z* = 0 konvergiert, allerdings nicht exponentiell schnell. Die
rechte Kurve in Abbildung 4.3 zeigt die gleiche Losung approximiert durch das explizite
Fuler—Verfahren mit Schrittweite o = 0.1. Die Losung konvergiert nicht gegen z* = 0,
sondern gegen eine periodische Losung, die einen echt positiven Abstand von der Null
besitzt.
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Abbildung 4.3: Exakte und explizite Euler Losung der DGL aus Beispiel 4.35

4.7 Globale Attraktoren

Bisher haben wir bei der Definition der Attraktoren immer feste Stabilitdtsumgebungen
B betrachtet. Wenn die asymptotische Stabilitdtseigenschaft fiir beliebige B C X gilt, so
spricht man von einem globalen Attraktor. Formal definiert man dies wie folgt.

Definition 4.36 Ein Attraktor A heifit globaler Attraktor, falls jede beschrinkte Menge
B C X eine Stabilitdtsumgebung von A ist. In diesem Fall sagen wir auch, dass A eine
unendliche Stabilitdtsumgebung besitzt. |

Globale Attraktoren sind vom Standpunkt der Analyse dynamischer Systeme wichtige Ob-
jekte des Langzeitverhaltens, da jede Losung ®(¢,z) fiir hinreichend grofies ¢ > 0 in der
N#he von A landet. Natiirlich miissen globale Attraktoren nicht existieren — es kann ja
divergierende Losungen ||®(t,x)|| — oo geben. Man kann aber fiir eine grofie Klasse von
Systemen, die sogenannten dissipativen Systeme beweisen, dass ein globaler Attraktor exi-
stiert, der dann wegen Korollar 2.13 auch eindeutig sein muss.

Fiir eine feste Stabilitdtsumgebung B O A gelten fiir einen globalen Attraktor natiirlich
alle bisher bewiesenen Resultate. Beispielhaft wollen wir hier zeigen, wie man Korollar 4.28
im Falle eines globalen Attraktors verschérfen kann. Analoge Versionen kann man fiir alle
anderen Konvergenzresultate beweisen.

Satz 4.37 Betrachte eine DGL (3.1) mit Losungsystem @ sowie ein zugehoriges numeri-
sches Einschrittverfahren ®; geméfl Definition 3.3. Sei A ein globaler Attraktor fiir ¢ mit
Robustheitsmafl v € K. Dann existiert fiir jede beschrinkte offene Menge B C R" ein
hp > 0, so dass fiir alle Schrittweiten h € (0, hp| Attraktoren Ay fiir ®; mit Stabilitédtsum-
gebung B existieren, fiir die Ungleichung

H*(Ap, A) < v(ERP)

gilt.

Beweis: Das Resultat folgt sofort aus Korollar 4.28. 1l
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Mit anderen Worten besagt Satz 4.37, dass die numerischen Attraktoren beliebig grofie
Stabilitdtsumgebungen B besitzen konnen, wenn die Schrittweite h > 0 klein genug (relativ
zu B) gewéhlt wurde. Im Allgemeinen wird man fiir festes h > 0 aber keinen numerischen
globalen Attraktor A} finden.

Dieses numerische Verhalten wird auch als semiglobal bezeichnet: Die Stabilitdtsumgebun-
gen der A} sind beliebig grof (abhéingig von h) aber i.A. nicht unendlich grof (fiir festes
h).

Fiir dieses Verhalten gibt es zwei Griinde, die wir beide an jeweils einem einfachen Beispiel
illustrieren wollen.

Beispiel 4.38 Der erste Grund dafiir, dass man numerisch keine echte Globalitéit erhélt,
liegt gerade in der globalen Natur der Eigenschaft. Bisher haben wir immer vereinfachend
angenommen, dass die Konsistenzabschétzungen global gelten. Dies war dadurch gerechtfer-
tigt, dass wir sowieso nur Losungen betrachtet haben, die sich in einer zwar moglicherweise
groflen aber immer beschréinkten Menge aufhalten. Bei der globalen Frage kann man diese
Vereinfachung nicht mehr machen, d.h., man muss explizit beriicksichtigen, dass die Kon-
stanten F und L in Bemerkung 3.4 nun von der Wahl von B abhéngen. Zur Illustration
betrachten wir die eindimensionale DGL

@(t) = —x(t)>.

Mit Hilfe der Lyapunov-Funktion V(z) = z? sieht man leicht, dass die Menge A = {0}
ein globaler Attraktor ist, da V auf jeder beschriankten Umgebung der Null die nétigen
Bedingungen mit g(r) = 2r? erfiillt. Beachte, dass das Vektorfeld f(x) = —z3 nicht global
Lipschitz—stetig ist. Betrachtet man nun die Euler—Diskretisierung

z(t 4+ h) = z(t) — ha(t)®

so stellt man fest, dass das dadurch erzeugte approximative System :ISh zwar die Mengen
Ay = {0} als Attraktoren besitzt (hier tritt also kein numerischer Fehler im Attraktor
auf), diese nun jedoch keine globalen Attraktoren mehr sind. Genauer wird dies auf dem
9. Ubungsblatt untersucht. O

Beispiel 4.39 Auch wenn das Vektorfeld global Lipschitz stetig ist, kann es passieren, dass
die numerischen Attraktoren nicht global sind, ndmlich dann, wenn die Attraktionsrate fiir
grofie ||z|| nur noch sehr langsam abnimmt, also die Attraktion weit entfernt vom Attraktor
A sehr langsam wird. Zur Illustration dieses Phinomens betrachte die zweidimensionale
DGL

i1(t) = —ao(t) — zy (t)e 1=
To(t) = Il(t)—xg(t)e*”f”(t)”

Mittels der Lyapunov—Funktion V(z) = ||z||? weist man nach, dass A = {0} ein globaler
Attraktor ist. Uber die Ableitung Df(z) des Vektorfeldes f zeigt man, dass f global Lip-
schitz stetig ist. Zudem zeigen die Eigenwerte A;/, = —1 41 von Df(0), dass A = {0} ein
exponentiell stabiler Attraktor ist. Folglich ist A7 = {0} ebenfalls ein exponentiell stabiler
Attraktor fiir das Euler—Verfahren, allerdings ist dies wiederum kein globaler Attraktor,
wie numerische Simulationen (vgl. Ubungsblatt 9) zeigen. O



Kapitel 5

Berechnung von Attraktoren

In diesem Kapitel wollen wir uns mit Algorithmen beschéaftigen, mit denen man Attraktoren
numerisch berechnen kann. Dabei betrachten wir durchweg diskrete dynamische Systeme
® auf T = hZ mit Zustandsraum X = R"™. Diese diskreten Systeme konnen natiirlich
auch als Zeit—h Abbildungen von kontinuierlichen Systemen oder als deren numerische
Approximationen gegeben sein. Da wir aus Satz 2.18 wissen, dass sich die Attraktoren
beim Ubergang zur Zeit—h Abbildung nicht &ndern, kénnen wir alle Ergebnisse aus diesem
Kapitel auch auf auf Attraktoren kontinuierlicher Systeme anwenden. Zudem betrachten
wir in diesem Kapitel stets explizit eine kompakte Teilmenge 2 des Zustandsraumes X =
R"™, auf der wir die Dynamik des gegebenen Systems untersuchen wollen.

Im ersten Schritt werden wir nun einen alternativen Attraktorbegriff einfiithren, der sich
fiir numerische Berechnungen besser eignet. Fiir diese Art von Attraktoren formulieren
wir dann einen “abstrakten” Algorithmus, den wir danach konkret numerisch umsetzen,
indem wir den Zustandsraum X = R" des dynamischen Systems rdumlich diskretisieren.
Dazu werden wir einen mathematischen Formalismus zur Beschreibung von Zustandsraum-
diskretisierungen einfithren, den wir zunéchst abstrakt formulieren und dann numerisch
realisieren.

5.1 Relative Attraktoren

Da wir uns in diesem Kapitel von vornherein auf eine kompakte Menge €2 einschrénken,
miissen wir dies auch bei der Attraktordefinition beriicksichtigen. Wir wollen dazu einen
abgewandelten Attraktorbegriff einfithren, der direkt von einer vorgegebenen Menge (2
ausgeht und der sich auch fiir die folgende numerische Behandlung gut eignet.

Definition 5.1 Gegeben sei eine kompakte Menge 2 C R™ und ein diskretes (semi-)
dynamisches System ® auf X = R” und T = hZ.

(i) Eine Menge A C Q heifit relativ invariant, falls sie die Bedingung
o(h,A)NQ=A

erfiillt.

83
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(ii) Eine Menge A C Q heifit relativer globaler Attraktor von ® bzgl. Q, falls sie die ma-
ximale relativ invariante Teilmenge von (2 ist, d.h., falls fiir jede weitere relativ invariante
Teilmenge A von Q die Inklusion 4 C A gilt. o

Bemerkung 5.2 Beachte, dass relative Attraktoren nicht existieren miissen. Als Beispiel
betrachte die Funktion

fla) =z +1
mit x € R und das davon erzeugte dynamische System ®(¢,z) = x + ¢ fir ¢t € Z. Fiir die
Menge Q = [—1/4,1/4] gilt
O(1,Q)NQ=[3/4,5/4N[-1/4,1/4] =0,
fiir jede beliebige nichtleere Teilmenge A von €2 gilt also
(1, A)NQ=0+#A,

weswegen keine relativ invariante Teilmenge existiert. o

Das folgende Lemma zeigt, dass es gerechtfertigt ist von “dem” relativen globalen Attraktor
zu sprechen.

Lemma 5.3 Falls ein relativer globaler Attraktor existiert, so ist er eindeutig.

Beweis: Es seien A; und As relativ globale Attraktoren bzgl. . Da die Mengen damit
insbesondere relativ invariant sind, folgt aus der Maximalitédtseigenschaft A3 C A; und
Ay C Ay, also A = As. U
Was haben nun diese relativen Attraktoren mit den bisher betrachteten “normalen” At-
traktoren im Sinne von Definition 2.8 zu tun? Die Antwort liegt in dem folgenden Satz.

Satz 5.4 (i) Falls ein Attraktor A mit Stabilitdtsumgebung B existiert, so ist dieser auch
ein relativer globaler Attraktor bzgl. Q = B.

(i) Falls ein relativer globaler Attraktor A bzgl. Q existiert und 2 = B eine absorbierende
Menge ist, so ist A ein Attraktor mit Stabilitdtsumgebung B.

Beweis: (i) Angenommen, A wire kein relativer globaler Attraktor bzgl. Q, d.h., es géibe
eine groflere relativ invariante Teilmenge A von B. Insbesondere gilt dann H* (A A) =:0>
0. Wegen der Stetigkeit von ® und der Attraktionseigenschaft von A gilt mit

H*(®(t,B),A) — 0
auch

H*(®(t,B), A) — 0.
Andererseit gilt aber

H*(®(t,B), A) > H*(D(t, A), A) > H* (A, A) = 6 > 0,
ein Widerspruch.

(ii) Falls © eine absorbierende Menge enthilt, so folgt aus Satz 2.12, dass B einen Attraktor
A mit Stabilitétsumgebung B enthilt. Nach (i) muss A mit A iibereinstimmen. 0
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Bemerkung 5.5 (i) Satz 5.4 besagt mit anderen Worten: Wenn wir einen Attraktor A mit
Stabilitdtsumgebung B berechnen wollen, so kénnen wir alternativ den relativen globalen
Attraktor bzgl. Q = B berechnen. Wenn der Attraktor A existiert (was genau dann der
Fall ist, wenn € absorbierend ist), so wird er mit dieser Methode auch berechnet.

(ii) Aussage (ii) von Satz 5.4 gilt nicht, wenn € keine absorbierende Menge ist. Fiir Beispiele
vgl. Ubungsaufgabe 20 auf Blatt 10. a

In Satz 2.12 hatten wir gezeigt, dass die Menge

A= e o

s>0t>s

ein Attraktor ist, falls C' eine absorbierende Menge ist. Fiir relative globale Attraktoren
kann diese Konstruktion vereinfacht werden, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 5.6 Fiir eine kompakte Menge €2 konstruiere iterativ die Mengen
Cyo =1, Ci =®(h,Ci—1)NQ, i=1,2,...

Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Die Mengen Cj erfiillen die Inklusion
Cit1 € G (5.1)

fir alle ¢ > 0.

(ii) Der relative globale Attraktor bzgl. 2 ist gegeben durch

a-NUG-Ne

i>0 5> i>0

(iii) Es gilt die Konvergenz
lim H(C;, A) =0

1—00

Beweis: (i) Wir zeigen die Inklusion (5.1) per Induktion iiber i. Fiir i = 0 gilt C; C Q = Cy,
also (5.1). Fiir i — i+ 1 gilt wegen der Induktionsannahme C; C C;_;

Ciy1 = (I)(h, CZ) N C (I)(h, CZ‘_1> nNQ=0a;,

also ebenfalls (5.1).
(ii) Aus (i) und der Abgeschlossenheit der C; folgt die Gleichheit

ci=Jc; (5.2)

Es geniigt also zu zeigen, dass A = ();~, C; der relative globale Attraktor ist.
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Wiederum aus (i) folgt Cy N C; = C; fiir alle ¢ > 0 und damit
A=(Ci=()C:
i>0 i>1
Hiermit folgt
O(h, A)NQ=()®(h,Ci)NQ=(Cis1=[)2(h Ci) = A,
i>0 i>0 i>1

also die relative Invarianz von A.

Es bleibt die Maximalitdt von A zu zeigen. Dazu sei A C Qeine beliebige relativ invariante
Menge, also mit ®(h, A) N Q= A. Zum Beweis der Maximalitit von A miissen wir A C A
zeigen. Dazu beweisen wir per Induktion, dass Ac C; fiir alle ¢ > 0 gilt. Fiir ¢ = 0 ist die
gewiinschte Inklusion wegen ACQ=CjKlar. Fiiri —i+1 gilt

Cir1 = 0(h,Ci) N Q2D B(h, A)NQ = A,

also gerade die gewiinschte Inklusion. Da also A CC; fiir alle i > 0 gilt, folgt auch AcC A,
was die Maximalitéit von A zeigt.

(iii) Aus (ii) folgt die Inklusion A C C; fiir alle ¢ > 0 und daher
H*(A,C;) =0
fiir alle ¢ > 0. Es bleibt also
H*(C;, A) — 0 (5.3)

zu zeigen. Zum Beweis von (5.3) nehmen wir an, dass (5.3) nicht gilt. Es existiere also eine
Teilfolge C;, mit i, — oo und ein € > 0, so dass

Kk
fiir alle k gilt. Es gibt also eine Folge von Punkten xj, € C;, mit

d(xk, A) > E.
Da alle C; in €2 enthalten sind, liegen auch die x in €0, weswegen ein Haufungspunkt z* € Q
dieser Folge existiert, fiir den

" e U Cj
Jji

fiir alle 4 > 0 gelten muss. Wegen (5.2) folgt daraus z* € C; fiir alle ¢ > 0 und mit (i) also
x* € A. Daraus folgt d(z*, A) = 0, weswegen beliebig grofie k£ € N existieren mit

d(xk,A) < 6/2.

Dies widerspricht der Wahl der xj, weswegen (5.3) gelten muss. U

Die Konstruktion aus Lemma 5.6 wird uns spéter als Ausgangspunkt fiir unseren Algorith-
mus dienen.
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5.2 Réaumliche Diskretisierung

Um den abstrakten Algorithmus numerisch umsetzen zu kénnen, miissen wir den Zustands-
raum geeignet diskretisieren. Die folgende Definition liefert dazu den geeigneten mathema-
tischen Rahmen.

Definition 5.7 Betrachte eine kompakte Teilmenge Q2 C R™.

(i) Eine Zelleniberdeckung Q = {Q1,...,Qp} von € ist eine endliche Familie abgeschlos-
sener Mengen Q;, i =1,..., P, P € N, mit Q; = int ();, so dass int Q; Nint Q; = ( fiir alle
i # j und Uizl,.‘.,P Q; = Q gilt. Die Mengen Q); heiflen die Zellen der Zelleniiberdeckung.

(ii) Mit Cg bezeichnen wir die Menge aller moglichen Vereinigungen von Zellen in Q, also

Co:={CCQ|C= U Q; fiir eine beliebige Indexmenge I C {1,..., P} }.
el

(iii) Der Wert
diam(Q;) := max |z — yll

) 7

heifit Durchmesser von ); und der Wert

diam(Q) := max diam(Q;)

i=1,...,

heifit Feinheit von Q. O

Am Rechner werden wir spéiter konkrete Zelleniiberdeckungen betrachten, die sich dort
leicht darstellen lassen, dabei werden wir die (); als Rechtecke bzw. Quader wéhlen. Zu-
nédchst aber geniigt uns diese ganz abstrakte Definition.

Das folgende Lemma zeigt zwei einfache Eigenschaften der Mengen in Cg.

Lemma 5.8 Betrachte eine Zelleniiberdeckung Q von 2 C R™.
(i) Es existiert ein € > 0, so dass fiir je zwei Mengen C7,Cy C Co die Folgerung

H(Cl,CQ) <e = (C1 =0y

gilt.

(ii) Sei Cj, i € N eine Folge von Mengen in Cg. Dann existiert eine Teilfolge C;; mit i; — oo,
so dass

C.

]

=,

1k

gilt fiir alle 5,k € N.

Beweis: Beachte zun#chst, dass die Menge Co nur endlich viele verschiedene Mengen
enthélt.

(i) Wir setzen
£ = inf{H(Cl, CQ) | Ch,C05 € CQ, 4 75 CQ}
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Hieraus folgt € > 0, da nur endlich viele Paare C1,Cy € Cg mit C; # Cs existieren und fiir
jedes dieser Paare H(C4,Cs) > 0 gilt. Die gewiinschte Eigenschaft folgt aus der Definition.

(ii) Es sei N € N die Anzahl der Mengen in Cg, diese Mengen seien mit C',... OV
durchnummeriert. Fiir jedes [ = 1,..., N betrachten wir die Indexmengen

Il:{i€N|Ci:Cl}.

Da Ul:l,..., ~ 11 = N ist, muss mindestens eine der Mengen I; unendlich viele Elemente
enthalten; wir wahlen [* so, dass Ij;» unendlich viele Elemente enthélt. Ordnen wir diese
unendlich vielen Elemente von [« aufsteigend an, so erhalten wir die gewiinschte Folge

0

Wir wollen nun Abbildungen auf den Mengen in Co betrachten. Das Ziel ist hierbei, diese
so zu definieren, dass sie spéter sinnvolle (und numerisch realisierbare) Approximationen
von ¢ darstellen.

Zj.

Definition 5.9 (i) Eine Abbildung F : Q@ — P(R") heifit Zellenabbildung auf Q, falls die
Bedingung
F(Qi)Nelo

gilt.
(ii) Fiir eine Zellenabbildung F' und eine Menge C' € Cg definieren wir mittels
o(h,C)= |J F(Q)n©
QiCC

und der Induktion
O((i+1)h,C) = ®(h, (ih,C)) N2

die Zellendynamik ® : hN x Co — Co. o

Die folgende Definition stellt die Beziehung zwischen der Zellendynamik ® und unserem
urspriinglichen dynamischen System & her.

Definition 5.10 Betrachte ein dynamisches System ® : hZ x R" — R", eine Zelleniiber-
deckung Q von {2 C R" und eine Zellendynamik ® : hN x Cg — Co.

Wir nennen ® eine raumliche Diskretisierung von ® mit dufferem Fehler Aqys > 0 und
innerem Fehler A, > 0, falls die Ungleichungen

(1) H*(&)(hv Qz)v CD(haQ’L)) S Aaus
(i) H*(®(h, Q:), B(h, Qi) UQ) < Ay

fiir alle Zellen Q; aus Q erfiillt sind, wobei Q¢ das Komplement der Menge {2 bezeich-
net. O
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Abbildung 5.1: AuBerer und innerer Fehler Ay, und Ajpnp

Diese Definition verlangt, dass die Bilder von ® und @ in Q nahe beieinander liegen. Der
duflere Fehler misst dabei, in wie weit das Bild der Zellendynamik zu grof} ist, wiahrend der
innere Fehler angibt, wieviel im Bild der Zellendynamik fehlt, wobei die Teile des Bildes, die
nahe am Rand von € liegen, nicht beriicksichtigt werden (dies bewirkt das Q¢). Abbildung
5.1 illustriert die zwei Fehler.

Bemerkung 5.11 Falls der in Q2 liegende Teil des Bildes von ® von der Diskretisierung o
komplett iiberdeckt wird, also

®(h, Q) NQC B(h, Q)

gilt, spricht man von einer rigorosen Diskretisierung. Beachte, dass in diesem Fall A;,,, =0
gilt. a

Beispiel 5.12 (i) Die (theoretisch) einfachste Konstruktion einer rdumlichen Diskretisie-
rung ® von & ist die folgende: Wir definieren die Zellenabbildung F' als

) = U Qj
Jjel;
mit
I; = {j € {1,...,P}|Qjﬂ@(h,@i) 75@}
Dies definiert eine Diskretisierung mit Ag,ys = diam(Q) und Ay, = 0.
(ii) Die Konstruktion aus (i) ldsst sich so im Allgemeinen nicht implementieren, da sich
das Bild ®(h, Q;) nicht numerisch berechnen lidsst. Selbst wenn die Abbildung ® explizit

bekannt ist und man numerische Fehler bei der Auswertung von ® vernachléssigen kann,
benétigt man zur exakten Berechnung von

1) = U {(I)(hax)}

TEQ;

die Werte von ® an allen (unendlich vielen) Punkten = € @;, was in endlicher Zeit nicht
machbar ist. In der Praxis wird man ® daher nicht in allen Punkten z € (); auswerten, son-
dern eine endliche Menge {x},... ,xfz} von k; € N Testpunkten in jeder Zelle QQ; auswéhlen.
Mit diesen approximieren wir

(h Ql) ~ P appro:p h Q U {(I)

I=1,....k;
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Definieren wir nun analog zu (i) die Zellenabbildung
F@) =
JEIL;

nun mit
Li={j €{1,...., P} Q;j N Papprox(h, Qi) # 0},

so lisst sich die Abbildung F' (und damit die durch I geméf Definition 5.9(ii) erzeugte
Zellendynamik ®) tatséchlich numerisch realisieren.

Wenn fiir die Wahl der Testpunkte
H(Qi {a},...,7"}) <,
gilt und zudem die Lipschitz—Bedingung
[@ (R, x1) — ®(h, x2)|| < Lzt — 22|
fiir alle z1, x2 € ) gilt, so besitzt diese Zellenabbildung F' die Fehler

Agys < diam(Q) und Ay, < Le.

Beweis: Die Indexmenge [; in der Darstellung

FQi)=JQ

J€l;
enthilt gerade die Indizes j derjenigen Zellen @Q;, fiir die
o(h, 2l € @,

fiir (mindestens) ein I(j) € {1,...,k;} gilt. Damit gilt

H* (®(h, Q). ®(h, Q0) = max H'(Q, ®(h, Qs))
wobei wir die einzelnen Ausdriicke weiter abschitzen kénnen mittels

H(Q), (1, Q1)) < H'(Qj, {2(h ;7)) < diam(Q;) < diam(Q)
T

Fiir alle @; gilt also R

und damit auch
Agys < diam(Q).

Zur Abschitzung von Ay, seiy € ®(h, Q;) beliebig. Dann existiert x € Q; mit y = ®(h, x).
Zu x wiederum existiert wegen

H(sz{xllv : ,:E,]::Z}) <e€
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ein Testpunkt x! € Q; mit |z} — z|| < e. Also folgt
ly = @(h, 29| = | @(h,z) — ®(h,z})|| < Lljz — i < Le.

Falls ®(h,zl) € Q liegt, enthilt F(Q;) nach Konstruktion eine Zelle Q; mit ®(h,z!) € Q;.
Daraus folgt ®(h, z!) € F(Q;) U Q¢ und damit

d(y, @(h, Qi) U Q) = d(y, F(Qi) U Q) < [ly — B(h,z))|| < Le.
Da y € ®(h,Q;) N beliebig war, erhalten wir

~

HY(®(h,Q:), 2(h,Q:)UQY) = sup  d(y, B(h,Q;) UQ®) < Le

y€®(h,Qi)
und damit
Ajnn < Le.
1l
5.3 Berechnung relativer Attraktoren
In diesem Abschnitt leiten wir — ausgehend von dem “theoretischen” Algorithmus aus

Lemma 5.6 — einen ersten Algorithmus zur Berechnung relativer Attraktoren. Hierzu de-
finieren wir zunéchst die entsprechenden Objekte fiir die Zellendynamik .

Definition 5.13 Fiir eine Zel/l\endynamik d auf einer Zellenﬁberdeckung\ Q von () ist der
relative globale Attraktor von ® bzgl. ) definiert als die maximale bzgl. ® invariante Teil-
menge A € Cg, d.h., die maximale Menge A € Co mit ®(¢, A) = A fiir alle t € hN. o

Falls ® eine rdumliche Diskretisierung eines Systems @ ist, so sollte natiirlich ein Zusam-
menhang zwischen A und dem relativen globalen Attraktor A von ® bzgl. Q bestehen. Wir
werden diesen spéter genauer untersuchen. Zunéchst wollen wir uns aber mit der Berech-
nung von A beschiftigen. Das folgende Lemma ist das “Zellen—Analogon” von Lemma 5.6
und liefert uns die Grundlage des Algorithmus.

Lemma 5.14 Fiir eine kompakte Menge €2 und eine Zellendynamik & auf einer Zelleniiber-
deckung Q konstruiere iterativ die Mengen

Co=9Q, Ci=dh,Ci), i=1,2,...

Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Die Mengen C; erfiillen die Inklusion
Cit1 C C;

fir alle ¢ > 0.
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(ii) Der relative globale Attraktor A von ® ist gegeben durch
A=NUc=Nec:
i>05>i i>0
(iii) Fiir alle hinreichend grofien i € N gilt
C;=A

Beweis: Der Beweis verlauft vollig analog zum Beweis von Lemma 5.6, wobei wir in (iii)
zusétzlich Lemma 5.8(i) verwenden. U
Wenn wir die Zellendynamik d geméf Beispiel 5.12(ii) konstruieren, so liefert die Kon-
struktion aus Lemma 5.14 den folgenden Algorithmus. Hierbei nehmen wir an, dass eine
Datenstruktur vorliegt, in der die Zelleniiberdeckung gespeichert ist (fiir die Ubungsauf-
gaben wird eine solche Struktur gemeinsam mit den nétigen Funktionen zur Verfiigung
gestellt, vgl. den Anhang des Skripts). Um die Mengen C; € Cg, also Vereinigungen von
Zellen darzustellen, wird fiir jede Zelle @; der Uberdeckung ein “Status” s;j definiert. Hier-
bei verwenden wir im Iterationsschritt ¢ die Konvention:

e s; = 0: Zelle gehort weder zu C;_1 noch zu C;
o s5; > 1: Zelle gehort zu C;_q

o s; = 2: Zelle gehort zu C;

Algorithmus 5.15 Eingabe: kompakte Menge 2 C R™, diskretes (semi—)dynamisches Sy-
stem ® auf R"™, Zelleniiberdeckung Q von 2

(0) Setze den Status s; := 1 fiir alle Zellen Q;; setze i :=1

(1) Durchlaufe alle Zellen Q;
Falls s; > 1 ist
Durchlaufe alle Testpunkte xé der Zelle Q;
Setze den Status der Zelle QQp mit @(h,xé») € Qp auf s, :== 2
Ende der Schleifen

(2) Durchlaufe alle Zellen Q;
Falls s; = 1 ist, setze s; := 0
Ende der Schleife
Falls kein s; mit s; = 1 existiert hat, beende den Algorithmus
(3) Durchlaufe alle Zellen Q;
Falls s; = 2 ist, setze s; := 1
Ende der Schleife
Setze ¢ := i+ 1 und gehe zu (1)

Ausgabe: Nach jeder Ausfithrung von Schritt (2) gilt

Der Algorithmus bricht ab, falls C; = C;_q ist. ]
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Wir wollen nun den Algorithmus analysieren. Wir nehmen dabei an, dass ein Attraktor A
mit Stabilitdtsumgebung B = int () existiert.

Der erste Schritt unserer Analyse ist die Einbettung der rdumlichen Diskretisierung in die
aus den vorhergehenden Kapiteln bekannten gestorten Systeme, analog zur Einbettung der
zeitlichen Diskretisierung im Einbettungslemma 3.5 Wir erinnern daran, dass das zu &
gehorige gestorte System W durch

V(0,z,w) =2, V(t+h,z,w)=2(h ¥ (t,z,w))+ hw(t),
wobei
we W= {w:hZ - W,}

und
Wy i={w e R"|||w| < a}

ist. Zudem hatten wir

Uo(t,z) = | {¥(tz,w)}

wewkh
definiert.

Fiir dieses gestorte System gilt das folgende Lemma.

Lemma 5.16 (Raumliches Einbetturlgslemma) Betrachte ein diskretes dynamisches
System ® eine rdumliche Diskretisierung ® mit duflerem Fehler A, s sowie das zu ® gehori-
ge gestorte System W. Dann gilt

B(t,C) C W,lt,C)
mit a = Agys/h fiir jedes C' € Cg und alle ¢ € hN.

Beweis: (i) Aus der Definition des &uBleren Fehlers A,,s und den Eigenschaften des
Hausdorff-Abstandes folgt die Inklusion

®(h,C) C Ba,..(®(h,C)).

Aus der Definition von ¥, folgt sofort

Uy (h,C) = Bra(®(h,C)),
also folgt die Behauptung fiir ¢ = h mit ha = Agys, also o = Agys/h. Mittels Induktion
iiber t = ih folgt die Behauptung fiir alle ¢t € hN. U

Fiir die Analyse des Algorithmus benétigen wir noch die folgenden Mengen.

Definition 5.17 Gegeben sei eine kompakte Menge (2 C R™ und ein gestortes diskretes
System ¥ auf X = R" und T = hZ.

(i) Eine Menge A, C Q heifit relativ a—invariant, falls sie die Bedingung
Uo(h,Ay) NQ = A,
erfiillt.

(ii) Eine Menge A, C Q heifit relativer globaler a—Attraktor von ¥ bzgl. €, falls sie die
maximale relativ a—invariante Teilmenge von €2 ist, d.h., falls fiir jede weitere relativ a—
invariante Teilmenge A, von  die Inklusion A C A, gilt. o
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Analog zu Satz 5.4 gilt nun der folgende Satz, der Grundlage fiir unseren Konvergenzsatz
ist.

Satz 5.18 (i) Jeder a—Attraktor A, mit Stabilitdtsumgebung B ist ein relativer globaler
Attraktor bzgl. Q = B.

(ii) Falls Q = B eine a—absorbierende Menge ist, so ist der relative globale a—Attraktor
A, ein a—Attraktor mit Stabilitdtsumgebung B.

Beweis: (i) Angenommen, A, wire kein relativer globaler a—Attraktor bzgl. Q, d.h.,
es gibe eine groflere relativ a—invariante Teilmenge A, von B. Insbesondere gilt dann
H* (ﬁa, Ay) =: 6 > 0. Wegen der Stetigkeit von ®, und der Attraktionseigenschaft von A,
gilt mit

H*(U,(t,B),A,) — 0

auch

H*(V,(t,B),As) — 0.
Andererseit gilt aber

H*(9(t,B), Ay) > H*(®(t, Ay), Aa) > H*(Aq, Ag) = 6 > 0,

ein Widerspruch.

(ii) Falls © eine a—absorbierende Menge enthéilt, so folgt aus Satz 3.14, dass B einen
a—Attraktor A, mit Stabilitdtsumgebung B enthélt. Nach (i) muss A, mit A, iiberein-
stimmen. U

Das folgende Resultat ist eine direkte Folgerung aus den beiden vorangehenden Lemmata.

Korollar 5.19 Betrachte ein diskretes dynamisches System ® auf hZ und eine zugehorige
raumliche Diskretisierung ® mit duflerem Fehler A,,s. Falls A, ein a—Attraktor fiir das zu
® gehorige gestorte System W mit Stabilitdtsumgebung B = int Q und a > Agys/h ist, so
gilt die Inklusion R
AC A,

fiir den relativen globalen Attraktor A von .

Beweis: Nach dem riumlichen Einbettungslemma 5.16 gilt ®(,C) C W, (¢, C) fiir jedes
C € Co. Damit folgt per Induktion iiber ¢ > 0 die Inklusion

Ci = ®(h,Ci_y) C Uu(h,Ci_1) C Uy(ih, Q).

und damit wegen

lim H*(Ta(t, Q), Ag) =0

t—o0

die Konvergenz
lim H*(C;, Ay) = 0.
1—00

Fiir alle hinreichend grofien ¢ € N gilt nach Lemma 5.14 aber A= C; und damit
H*(A,Ay) =0 = ACA,,
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also die Behauptung. 1l

Mit Hilfe der eben bewiesene Aussagen konnen wir nun den folgenden Konvergenzsatz
fiir Algorithmus 5.15 beweisen. Wir erinnern daran, dass nach Satz 4.8(i) jeder Attraktor
~y-robust mit geeignetem v € K ist.

Satz 5.20 Betrachte ein diskretes dynamisches System ® auf hZ x R™ und eine kompakte
Menge Q C R™. Auf Q sei eine Zelleniiberdeckung und eine rédumliche Diskretisierung d
von ® mit duBerem Fehler Ag,s > 0 gegeben. Weiterhin existiere ein Attraktor A von &
mit Stabilitdtsumgebung B = int {2, der y-robust mit v € K4 ist. Dann gelten fiir den
relativen globalen Attraktor A von @ die folgenden Aussagen.

(i) Falls Agys hinreichend klein ist, so gilt

H*(A, A) < Y(Aqus/h).

(ii) Falls die Diskretisierung ® rigoros ist, so gilt A C A, insbesondere also
H(A, A) < 3(Aqus/h)

fiir alle hinreichend kleinen Agqys.

Beweis: (i) Wir nehmen an, dass A, so klein ist, dass fiir o« = Agys/h der a—Attraktor
A, aus der y—Robustheit von A mit Stabilitdtsumgebung B = int () existiert. Dann folgt

aus Korollar 5.19 die Inklusion
ACA,

und damit R
H*(AA) < H(Aa, A) < v(a) = v(Aqus/h).

(ii) Im rigorosen Fall gilt ®(h,C) C ®(h, C) fiir jedes C' € Cq. Wir zeigen per Induktion,
dass daraus A C C; fiir jedes ¢ € N und die C; aus Lemma 5.14 sind. Fiir ¢ = 0 ist
Co=9D A Fiiri—1— i gilt

Ci = ®(h,Ci_1) D ®(h,C;_1) D ®(h, A) = A.

Aus Lemma 5.14(iii) folgt also A C A. U

Bemerkung 5.21 (i) Fiir den nicht-rigorosen Fall, also fiir Aj,;, > 0 kann man tatséchlich
i.A. keine Aussage iiber den Abstand H*(A, A) machen, dieser Abstand kann beliebig
schlecht werden, was bedeutet, dass in A grofle Teile von A fehlen kénnen. In der Praxis
erhélt man fiir hinreichend kleines Ay, (also fiir hinreichend viele Testpunkte) trotzdem
typischerweise brauchbare Ergebnisse, weswegen wir uns zunéchst auf dieses Vorgehen be-
schrinken wollen. Man kann dabei allerdings nie sicher sein, ob nicht doch gréflere Teile
von A in der Approximation A fehlen, weswegen wir spéiter auf dieses Problem zuriick
kommen werden und untersuchen werden, wie man eine rigorose Diskretisierung numerisch
realisieren kann.

(ii) Die Form des Diskretisierungsfehlers v(A,,s/h) legt nahe, dass man den Fehler auf
zwel Weisen reduzieren kann: Zum einen kann man naheliegenderweise den dufleren Fehler
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Agus reduzieren, indem man die Zellen verkleinert. Andererseits konnte man aber auch die
Schrittweite h vergréBern, indem man das System ®(h, ) fiir A = hk und ein k € N an
Stelle von @ verwendet, also von h zur groBeren Schrittweite h = hk iibergeht, um damit
den kleineren Fehler v(Agus/(hk)) zu erhalten. Dieses zweite Vorgehen ist aber nur bedingt
effizient, denn es ergeben sich zwei Probleme:

(1) Die Lipschitz—Konstante L wird i.A. wachsen, wenn man zu gréfleren Schrittweiten
tibergeht, damit wird (bei gleichbleibender Testpunktzahl) der innere Fehler A;py, grofier
(vgl. Ubungsaufgabe 21) und damit steigt die Gefahr, dass in der Approximation A grofle
Teile von A fehlen.

(2) Aus der Definition des diskreten gestorten Systems und der Invarianz von A folgt die
Ungleichung ) )
H*(Vy(h,A),A) > ha.

Die maximale relativ a—invariante Menge in €2 muss aber \I/a(il, A) enthalten (dann man
kann auch diese Menge wieder durch eine Iteration der Form C; = W, (h, C;—1) N Q appro-
ximieren), weswegen der Abstand

H*(Aq, A) > ha

gilt, woraus die Ungleichung (o) > ha folgt. Das Robustheitsmaf ~ héngt also von der
“Schrittweite” h ab (was wir bisher mcht berucksmhtlgt) hatten, weswegen wir fiir grofle h
und dem im Beweis gewihlten o = A5/ h im besten Fall die Abschitzung

H*(A, A) < Agus

erhalten. Ohne die Zellengrofle zu reduzieren, lédsst sich also i.A. keine Konvergenz des
Abstandes H *(E, A) gegen 0 erzielen. Dies ist auch anschaulich einsichtig, denn wenn A
nicht zufilligerweise eine mittels der Zellen darstellbare Menge ist (also in Cg liegt), so hat
die bestmogliche approximierende Menge in Cg typischerweise einen Abstand von A, der
proportional zur Zellengrofle ist.

Trotzdem kann es sinnvoll sein, die Gréfle von h zu variieren, um damit eine genauere
Approximation des Verfahrens zu erzielen. Speziell wenn ¢ durch eine kontinuierliches
System (also z.B. eine gewohnliche Differentialgleichung) induziert wird, hat man véllige
Freiheit in der Wahl von A, und sollte mit verschiedenen Werten experimentieren, um eine
geeignete Grofle zu erhalten. o

5.4 Der Subdivisionsalgorithmus

In diesem Abschnitt wollen wir uns zunéchst {iberlegen, wie viel Rechenaufwand der bis-
her betrachtete Algorithmus 5.15 benétigt. Da die Anzahl der Iterationsschritte schwer
abzuschétzen ist (wir werden darauf spéter noch einmal zuriickkommen) beschrénken wir
uns hier auf den Aufwand pro Iterationsschritt.

In dem Algorithmus gibt es zwei “teure” Operationen ndmlich (1) die Auswertung von @
und (2) das Auffinden der Zelle Qy mit ®(h, =" ) € Q. Beide Operationen miissen fiir jeden
Testpunkt :cj unserer Zerlegung durchgefuhrt werden. Nehmen wir also an, dass wir eine
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Zelleniiberdeckung mit N Zellen pro Koordinatenrichtung und M Testpunkten pro Zelle
und Koordinatenrichtung verwenden wollen. Die Verwendung der “Zellen bzw. Testpunkte
pro Koordinatenrichtung” als Maf} fiir die Anzahl der Zellen bzw. Testpunkte ist dabei
deswegen sinnvoll, da diese GréSe proportional zur Feinheit der Uberdeckung bzw. zur
“Dichte” der Trestpunkte ist.

Mit diesen Groflen iiberlegt man sich leicht, dass die obigen Operationen im ersten Itera-
tionsschritt gerade
= (NM)"

mal ausgefithrt werden miissen, wobei n die Dimension des Systems beschreibt. Damit
kann bereits der Aufwand des ersten Iterationsschrittes leicht so grofl ausfallen, dass der
Algorithmus praktisch nicht mehr anwendbar ist. In der Ubungsaufgabe 22 haben wir z.B.
maximal N = 256 Zellen pro Koordinatenrichtung und 25 Testpunkte pro Zelle, also M =5
Zellen pro Richtung verwendet. Damit kommt man in diesem zweidimensionalen Problem
auf

K = (256 -5)% = 1638400

Operationen. Wollen wir die gleiche Feinheit fiir ein dreidimensionales Problem verwenden,
so erhalten wir bereits

K = (256 -5)% ~2.1-10°,

oder, anders ausgedriickt, gerade 1280 = 256 - 5—mal so viele Operationen. Wir miissten auf
das Resultat des ersten Iterationsschrittes also etwa 1280-mal so lange warten, wobei der
hohere Aufwand der Iterationen in den héheren Dimensionen gar nicht eingerechnet wurde.
Wihrend die Rechnung in 2d noch in wenigen Sekunden abliuft (auf einem modernen PC
in etwa 5 Sekunden), miisste man in 3d hochgerechnet also bereits etwa eine Stunde und
45 Minuten warten — eine sicherlich unrealistisch lange Zeit.

Der Schliissel zur Behebung dieses Problems — zumindest teilweise — liegt in der Beob-
achtung, dass sich die Zahl der Zellen mit Status= 1 in den weiteren Iterationsschritten
deutlich verringert, weswegen die Anzahl der Operationen entsprechend niedriger ausfallt.
Wenn man nun den ersten Iterationsschritt mit einer relativ groben Genauigkeit ausfiihrt,
so erhélt man eine relativ grobe Approximation C; des Attraktors A, die aber i.A. bereits
deutlich kleiner als die Ausgangsmenge Cy = ) ist. Im néchsten Schritt verwenden wir dann
eine feinere Uberdeckung zur Berechnung von Cs, dan wiederum eine feinere Uberdeckung
von (3 usw.

Dies fiithrt auf die folgende Iterationsidee:

Wihle eine Zelleniiberdeckung Qg einer Menge €2 mit zugehoriger Zellendynamik ;I\JO; setze
Co=Qundi=1.

Berechne C; = &Ji_l(h, Ci—1)

Wiihle eine neue (feinere) Zelleniiberdeckung Q; mit C; € Co, und zugehériger Zellendy-
namik ®; und fahre iterativ fort.

Da wir es hier nicht mit einer Zellendynamik & sondern mit einer Familie von Zellendy-
namiken <I> zu tun haben, macht es keinen Sinn, die relativen globalen Attraktoren A
von <I> zu betrachten. Zur Konvergenzanalyse dieses Algorithmus miissen wir statt dessen
die erzeugten Mengen direkt mit dem echten relativen globalen Attraktor A vergleichen.



98 KAPITEL 5. BERECHNUNG VON ATTRAKTOREN

Hierfiir gilt das folgende Resultat, wobei wir uns der Einfachheit halber auf den rigorosen
Fall beschrénken.

Lemma 5.22 Betrachte die obige Iteration, wobei die Zellendynamiken </I\>Z rigorose raum-
liche Diskretisierungen eines diskreten (semi-)dynamischen Systems ® mit Fehlern A,y ; >
0 seien. Fiir die Fehler Ay, gelte dabei Agys; — 0 fiir ¢ — oo, zudem gelte Cf)i(h, C;) C
&Ji_l(h, C;). Dann gelten die folgenden Aussagen

(i) Die Mengen C; erfiillen die Inklusion
Cit1 € G

fiir alle ¢ > 0.
(ii) Der relative globale Attraktor A erfiillt

A=NUec=Nec.
>0 j>i i>0
(iii) Es gilt die Konvergenz
lim H(C;, A) = 0.

71— 00

Beweis: (i) Wir zeigen diese Eigenschaft per Induktion tiber i. Fiir ¢ = 0 ist die Behauptung
wegen C1 C Q2 = Cy klar. Fiir ¢ — ¢+ 1 gilt

Cit1 = i(h,C;) C Bi_1(h,Ci) C Bi_1(h, Ci_1) = C;.

(ii) Die Gleichheit der beiden rechten Ausdriicke folgt direkt aus (i). Zum Beweis der
ersten Gleichheit zeigen wir zunéchst die Riickwirts—Invarianz von C' = ;5 Ci. Wegen

Ciy1 = </15i(h, C;) und der Definition des dufleren Fehlers folgt
H*(Ci1,®(h, Cy)) = H*(®i(h, C;), ®(h, C;)) < Agus,i-
Mit (i) folgt C C Cj4q fiir jedes i > 0. Wihlen wir nun beliebige i, 5 € N mit ¢ > j so folgt
H*(C,®(h,Cy)) < H (Ciy1, ®(h, Cy)) < H*(Cit1, ®(h, Ci)) < Agus,i-
Da i > j beliebig war, folgt also H*(C, ®(h,C})) = 0 und damit
C C®(h,Cy)

fiir jedes j > 0. Damit folgt auch C' C ®(h, C), also die Riickwirts—Invarianz von C.

Als néchstes zeigen wir die relative Vorwérts—Invarianz von C. Wegen der Rigorositéit der

Diskretisierung gilt R
®(h,C;) NQC Dy(h, CZ) = Ciy1,

und damit wiederum mit (i)

®(h,C)NQC C;
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fiir jedes j > 0. Daraus folgt ®(h,C)NQ C C.

Zusammen erhalten wir somit ®(h,C)NQ = C, weswegen C relativ invariant ist. Da A die
maximale relativ invariante Teilmenge von 2 ist, folgt C' C A. Andererseits folgt aus der
Rigorositéit per Induktion leicht die Inklusion

ACC;

und damit auch A C C. Damit folgt die behauptete Gleichheit.

(iii) Vollig analog zum Beweis von Lemma 5.6(iii). U

Bemerkung 5.23 (i) Beachte, dass wir hier im Gegensatz zu vorherigen Konvergenz-
aussage in Satz 5.20 nicht angenommen haben, dass A ein echter Attraktor ist; es reicht
tatsdchlich aus, dass A ein relativer globaler Attraktor ist.

(ii) Analog zum Konvergenzresultat in Satz 5.20 konnen die Fehler beliebig grof§ werden,
wenn die Diskretisierung nicht rigoros ist.

(iii) Die Annahme @i(h, C;) C </Isi_1(h, C;) ist in der iiblichen Implementierung nicht auto-
matisch erfiillt. Wenn man sie erzwingt fithrt dies i.A. zu schlechterem Konvergenzverhal-
ten. Tatséchlich bendtigen wir sie aber nur, um die Teilaussage (i) zu beweisen und damit
den Beweis von (ii) zu vereinfachen. Wir werden diese Annahme spéter in der Abschéitzung
des Diskretisierungsfehlers nicht mehr verwenden. a

Fiir die auf den Testpunkten beruhende rdumliche Diskretisierung kénnen wir dies analog
zu Algorithmus 5.15 als formalen Algorithmus aufschreiben. Hierbei verwenden wir wie
bisher rechteckige bzw. Quaderférmige Zellen, wobei die Verfeinerung durch Unterteilung
bzw. Subdivision der Zellen erhalten wird. Der resultierende Algorithmus wird deswegen
auch als Subdivisionsalgorithmus bezeichnet und wurde in dieser Form 1997 von M. Dellnitz
und A. Hohmann in [4] ver6ffentlicht.

Algorithmus 5.24 (Subdivisionsalgorithmus)
FEingabe: kompakte Menge 2 C R, diskretes (semi—)dynamisches System & auf R", Zel-
leniiberdeckung Qg von €2

(0) Setze den Status s; := 1 fiir alle Zellen Q;; setze i :=1

(1) Durchlaufe alle Zellen Q;
Falls s; > 1 ist
Durchlaufe alle Testpunkte xé der Zelle Q;
Setze den Status der Zelle Qj mit ®(h, xé) € Qy auf s : =2
Ende der Schleifen

(2) Durchlaufe alle Zellen Q;
Falls s; = 1 ist, setze s; := 0
Ende der Schleife
(3) Unterteile alle Zellen Q; mit s; = 2

(4) Durchlaufe alle Zellen Q;
Falls s; = 2 ist, setze sj :=1
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Ende der Schleife
Setze ¢ := i+ 1 und gehe zu (1)

Ausgabe: Nach jeder Ausfithrung von Schritt (2) gilt

Beachte, dass der Algorithmus in dieser Form kein Abbruchkriterium enthélt; zweckméBig
ist es, z.B. nach einer gewissen Anzahl von Iterationen oder bei Uberschreiten einer vorge-
gebenen Anzahl von Zellen abzubrechen. O

Der Schritt (1) des Algorithmus bezeichnen wir als Auswahlschritt, weil in diesem die
Zellen Q) fiir die neue Menge C; ausgewihlt werden. Der (im Vergleich zu Algorithmus
5.15 neue) Schritt (3) heiit Verfeinerungsschritt. In Schritt (0), (2) und (4) geschieht nichts
Wesentliches, diese dienen nur zur Verwaltung der Status—Werte.

Bevor wir in die mathematische Analyse dieses Algorithmus einsteigen, wollen wir einige
technische Feinheiten diskutieren.

Bemerkung 5.25 (i) Beachte, dass in diesem Algorithmus in Schritt (1) auch solche Zel-
len Qr mit s = 2 markiert werden koénnen, fiir die vorher s = 0 galt, die also nicht zu
C;—1 gehoren. Dies kann deswegen passieren, da mit immer kleiner werdenden Zellen auch
die Testpunkte immer dichter liegen und damit die innere Genauigkeit der Diskretisie-
rung immer genauer wird. Man konnte dies unterbinden, indem man nur solche Zellen mit
s = 2 markiert, fiir die vorher s = 1 galt. Damit wiirden wir zwar die theoretisch schéne
Eigenschaft C; C C;_1 erhalten, trotzdem ist dies nur bedingt sinnvoll, da wir damit Zel-
len “wegwerfen”, die mit tatséchlich zur korrekten Approximation C; von A gehoéren. Die
Aufnahme dieser Zellen in C; kann also als eine Art “Reparaturmechanismus” angesehen
werden, mit dem Fehler auf der groberen Ebene auf der feineren Ebene korrigiert werden.
Zu beachten ist hierbei allerdings, dass diese Zellen in (mindestens einem) vorhergehenden
Schritt nicht verfeinert wurden, weswegen sie grober sind und nachtréglich verfeinert wer-
den sollten. In den fiir die Ubungsaufgaben bereit gestellten C-Routinen wird dies in der
Routine set_x_status automatisch durchgefiihrt.!

(ii) In der oben dargestellten Version des Algorithmus wird nach jeder Berechnung einer
neuen Menge C; unterteilt. Dies kann man auf verschiedenste Weisen variieren. Beispiels-
weise konnte nur nach jeweils d € N Iterationen einen Verfeinerungsschritt durchfiihren.
Der Verfeinerungsschritt wird damit zu

(37) Falls 4 durch d teilbar ist, unterteile alle Zellen Q; mit s; = 2

FEine andere Variante erhilt man, indem man ein geeignetes Kriterium tiberpriift und nur
dann verfeinert, wenn dieses erfiillt ist. Z.B. konnte man auf einer Verfeinerungsebene so
lange iterieren, bis die Iteration stationér wird (also in Schritt (2) kein s; = 1 mehr auftritt)
und erst dann verfeinern. Damit ergibt sich (3) zu

(3”) Falls in (2) kein s; mit s; = 1 aufgetreten ist, unterteile alle Zellen Q; mit s; = 2

'Diese Eigenschaft wurde in der grid.c Version am 22.1.04 erginzt, damit dies korrekt funktioniert
muss dieses File neu heruntergeladen werden.



5.4. DER SUBDIVISIONSALGORITHMUS 101

In der folgenden Analyse des Algorithmus betrachten wir zunéchst die “Grundversion” mit
Schritt (3) und im Anschluss die Varianten (3’) und (3”). a]

Wir wollen nun die Konvergenzeigenschaften des Algorithmus und insbesondere seine Kon-
vergenzgeschwindigkeit untersuchen. Als erstes benotigen wir dazu — wieder einmal — ein
geeignetes Einbettungsresultat. Dazu definieren wir zunéchst eine Verallgemeinerung der
bereits bekannten Abbildung

Vo(t,z) = |J {¥(tzw)}

wGWa

Definition 5.26 Fiir ein diskretes gestortes System ¥ : ANy x R” x W — R™ und eine
Abbildung @& : hNy — R{ definieren wir die Abbildung ¥y fiir jede Teilmenge C' C R™
induktiv mittels

V5(0,0) :=C

und B B
\Iléz(t + I, C) = \Iloz(t) (ha \I]@(t7 C))

fir alle ¢t € hNp. a
Fiir diese Abbildung gilt das folgende Lemma.

Lemma 5.27 Betrachte eine Folge von Zelleniiberdeckungen Q; einer Menge {2 sowie
zugehorige Zellendynamiken CTDZ-, die rdumliche Diskretisierungen eines diskreten semi—
dynamischen Systems ® mit Fehlern Agys; > 0 seien. Es sei ¥ das zu ® gehorige gestorte
System. Betrachte weiterhin die gemé&fl der Iteration

CO = Q, CZ = (/I\)ifl(h, 01;1)

erzeugte Folge von Mengen, wobei wir annehmen, dass die Uberdeckungen Q; so gewiihlt
sind, dass C; € Co, gilt.

Dann gilt die Inklusion
Ci - @Ec (Zha Q)

fiir die Abbildung ¥ aus Definition 5.26 und die durch @(ih) := Agys;/h definierte Abbil-
dung a.

Beweis: Der Beweis folgt aus der iterativen Anwendung des rdumlichen Einbettungslem-
mas 5.16. Fiir ¢ = 0 ist die Behauptung klar, fiir ¢ — i + 1 gilt nach Lemma 5.16

a\)z(ha C) - \I/d(ih) (ha C)
fir jede Menge C € Cg,, da a(ih) = Aqus,i/h. Also folgt
Ci+1 = (/Isz(h, Cz) - &)i(h,@@(hi, Q)) - \I/@(ih)<h,ﬁd(hi, Q)) = @@(h(i + 1), Q))

und damit die Behauptung. 0
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Bemerkung 5.28 Aus der Definition von ¥, folgt sofort, dass sich U alternativ direkt
mittels ¥ darstellen lisst, und zwar als

atC UU (t,z,w)

zeC,, W&

mit

W = {w: hNy — R | |Jw(t)|| < a(t) fiir alle ¢ € AN}

Diese Darstellung von ¥ erlaubt es uns nun, die ISDS Eigenschaft der Attraktoren auszu-
nutzen, um eine Konvergenzaussage fiir Algorithmus 5.24 zu erhalten. Wir erinnern daran,
dass nach Korollar 4.20 die ISDS—Eigenschaft besitzt, d.h. es existieren ag > 0, v, 0 € Ko
und p € KLD, so dass die Abschétzung

d(¥(t,z,w), A) < max{u(o(d(z, A)),1), v(w,1)}
fiir alle t € Tar, x € B und alle w € Wgo gilt, wobei v definiert ist durch

V@,0)=0 wd viw)= suwp  pr(fw@)t -7 —h), te T
T€[0,t—h]NhZ

Satz 5.29 Betrachte ein diskretes dynamisches System ® auf hZ x R™ und eine kompakte
Menge €2 C R”. Fiir ® existiere ein Attraktor A von ® mit Stabilitdtsumgebung B = int €2,
der die ISDS-Eigenschaft mit ag > 0, v, 0 € Koo und p € KLD besitzt.

Dann gilt fiir die in Algorithmus 5.24 erzeugten Mengen und hinreichend feine Anfangsiiber-
deckung Qg die Abschitzung

H*(Ci, A) < max{u(c(H*(2, A)),th), ,_max 1u(7(diam(Qi,k,1)/h),kh)}.

=0,...,i—

Beweis: Beachte zunéchst, dass in Algorithmus 5.24 die geméf Beispiel 5.12(ii) konstru-
ierte rdumliche Diskretisierung

i(h,Qr) = @
JEly
mit
I ={je{1,...,P}|®(h,2}) € Q; fiir einen Testpunkt =} in Qy},
verwendet wird. Der &uBere Fehler dieser Diskretisierung ist nach Ubungsaufgabe 21 gerade
durch Agys; = diam(Q;) gegeben. Wir betrachten nun die Funktion a(ih) = diam(Q;)/h

und die zugehorige Menge Wg von Storfunktionen. Fiir jeden Punkt z € © und jedes
w € Wy folgt aus der ISDS-Eigenschaft

d(V(ih,z,w), A) < max{pu(o(d(z, A)),ih), v(w,ih)}.
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Fiir den zweiten Term v(w,ih) gilt hierbei

h) = h—7—h
v(w,ih) TE[OIZJ%%MZu(v(Hw(T)H),Z T —h)
(jh=7) = max  u(y(lwGh)l).ih = jh—h)
=0,...,% ———
<a(jh)
< _max p(y(diam(Q;)/h),ih — jh —h)
J=U;. 717
(k=i—-j—1) = _max _ p(y(diam(Q;i—k-1)/h), kh).
Also folgt
H*(W4(ih,Q),A) < max__ d(¥(ih,z,w), A)
z€Q, WEWg
< maxmax{u(o(d(z, A).ih), _max_p(y(diam(Q,_y_)/h). kb))
xre N
= max(p(o(H*(Q,A)).ih). | max p(y(diam(Quy1)/h).kh)}
und damit mit Lemma 5.27 die Behauptung,. U

Bemerkung 5.30 Falls wir die in Algorithmus 5.24 verwendeten rdumlichen Diskretisie-
rungen durch rigorose Diskretisierungen mit &uflerem Fehler A, ; ersetzen, so erhalten
wir mit dem gleichen Beweis die Abschéitzung

H(Ci, A) < max{plo(H (2 A ih). | ma (Do /1 KR}

fiir die Hausdorff—-Metrik, da aus der Rigorositéat und der Invarianz von A sofort die Inklu-
sion A C C; folgt. O

Beispiel 5.31 Wir betrachten ein typisches Beispiel fiir die Anwendung dieser Abschétz-
ung. Aus Bemerkung 4.10(ii) wissen wir, dass Systeme mit exponentieller Attraktion, also
B(r,t) = ce Mr, ein lineares Robustheitsmaﬁ ~v(r) = Kr besitzen. Als Erweiterung dieser
Beobachtung kann man zeigen?, dass aus der exponentiellen Attraktion auch die ISDS—
Eigenschaft mit

p(rt) = e, o(r) = er und y(r) = Kr

folgt (das A in g stimmt hierbei i.A. nicht mit dem X in (3 iiberein). Wir erhalten damit
die Abschitzung

H'(Ci, A) < max{ce ™" H'(Q,4), | max Ke"diam(Qi—x—1)/h}.

Um den zweiten Term dieses Maximums, also

,_max Ke Mhdiam(Q;_1_1)/h (5.4)

weiter zu vereinfachen, miissen wir uns iiberlegen, wie grofl die Feinheit diam(Q;) der
verwendeten Uberdeckungen ist. Fiir ein n—dimensionales System gilt hierbei unabhéngig

%siche Example 4.4.2 in [6]
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von der verwendeten Norm diam(Q;4,) = diam(Q;)/2, da nach je n Schritten alle Kanten
einer Zelle einmal halbiert wurden. Die Feinheiten der dazwischen liegenden Uberdeckungen
héngen sowohl von der Wahl der Norm als auch vom Verhiltnis der Kantenldngen der
Zellen ab. Fiir ein geeignetes C' > 0 erhilt man aber auf jeden Fall die Abschitzung
diam(Q;) < C27%/™ womit sich (5.4) mittels

max CKe—/\khg—(i—k—l)/n/h): max CK2—(¢—1)/n€—)\kh+ln(z)k/n/h)
k=0,...,i—1 k=0,...,i—1

abschéitzen kann.

Falls nun Ah > In(2)/n ist, so wird das Maximum in & = 0 angenommen und der obige
Ausdruck ergibt sich zu
CK2-=D/np,

In diesem Fall gilt aber auch

so dass wir die Abschitzung
H*(C;, A) < max{c2”Y"H*(Q, A), CK2-0"D/n/p} < K*o~i/n

fiir ein geeignetes K* > 0 erhalten. Der Abstand H*(C;, A) halbiert sich also in etwa alle n
Schritte und ist damit proportional zur Zellengréfie, wird also insbesondere direkt durch die
Feinheit der Uberdeckung bestimmt. Durch Wahl eines hinreichend grofien A > 0 kann man
diesen Fall immer erzielen, es treten aber die bereits in Bemerkung 5.21(ii)(1) genannten
Probleme auf, weswegen dies nicht praktikabel ist.

Falls Ah < In(2)/n ist, so wird das Maximum in k = ¢ — 1 angenommen. Wir kénnen (5.4)
dann durch
CKef)\(ifl)h/h

abschéitzen und erhalten damit
H*(C;, A) < max{ce M H*(Q,A), CKe =Dh/p)} < K*e=Aih,

In diesem Fall wird die Konvergenzgeschwindigkeit also durch die Attraktionsrate p be-
stimmt. O

Wir wollen uns nun die Varianten (3’) und (3”) des Algorithmus anschauen. Die Vari-
ante (3’) bewirkt lediglich, dass die Verfeinerung langsamer vor sich geht. Fiir unseren
Subdivisionsalgorithmus ergibt sich dabei

diam(Q;) < C27(dn)

fiir ein geeignetes C' > 0. Im oben diskutierten exponentiellen Fall erhalten wir also
H*(Cy, A) < 27/(dn)

falls Ah > In(2)/(dn) ist und — genau wie oben —

H*(CZ,A) < K*e—)\ih
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sonst. Beachte, dass wir durch die Vergroflerung von d immer den ersten Fall erreichen
konnen, in dem die Genauigkeit der Approximation gerade durch die Grofle der Zellen
gegeben ist.

Die Variante (3”) bewirkt, dass die Iteration auf jeder Uberdeckung so lange durchgefiihrt
wird, bis sie stationir wird. Ganz analog zum Beweis von Korollar 5.19 erhalten wir damit
C; C A, fiir jeden Schritt 4, in dem eine Unterteilung durchgefiihrt wird. Hieraus folgt
sofort die Abschétzung

H*(C;, A) < ~(diam(Q;)/h).

Wenn wir mit einem weiteren Index j die Anzahl der Verfeinerungen bis zum i—ten Schritt
zahlen, so erhalten wir also
H*(Cy, A) < y(C279/m /D)

fiir ein geeignetes C' > 0.

Bemerkung 5.32 Fiir die Effizienz des Algorithmus sind zwei Aspekte besonders wichtig:

(1) Aufwand des Algorithmus (= Anzahl der nétigen ®—Auswertungen bis zu einer
gewiinschten Genauigkeit)

(2) Speicherbedarf des Algorithmus (= Anzahl der benétigten Zellen fiir eine gewiinschte
Genauigkeit)

Offenbar wird der Speicherbedarf genau dann minimal, wenn man fiir eine gegebene Fein-
heit immer bis zur bestmoglichen (= kleinstméglichen) Approximation C; rechnet, da damit
auf jeder Ebene mit moglichst wenig Zellen gerechnet wird. Dies ist gerade der Fall von
Schritt (3”), diese Variante ist also optimal im Sinne des Speicherverbrauchs.

Komplizierter ist es, die geschwindigkeitsoptimale Variante zu ermitteln, da man hierbei
die Anzahl der notigen P—Auswertungen abschiitzen muss. Wird d zu klein gewahlt, so
erhélt man zu viele feine Zellen, wird d zu gro8 gewéhlt, so macht man in den letzten
Schritten vor der Verfeinerung nur sehr wenig Fortschritt in der Rechnung. Die richtige
“Balance” zu finden, ist i.A. eine nichttriviale Aufgabe, besonders da i.A. weder p noch
aus der ISDS-Formulierung explizit bekannt sind. In Ubungsaufgabe 25 wird dies optimale
d experimentell bestimmt. Ein typisches Verhalten zeigt Abbildung 5.2, in der die Anzahl
der ®—Auswertungen abhéngig von d dargestellt ist.

5.5 Rigorose Diskretisierung

Wir haben in den Konvergenzanalysen der Algorithmen aus dem vorhergehenden Abschnitt
immer wieder Aussagen fiir rigorose Diskretisierungen formuliert und insbesondere betont,
dass man i.A. fiir nichtrigorose Diskretisierungen keine mathematisch fundierten Konver-
genzresultate bzgl. der Hausdorff-Metrik H erhilt. Selbst wenn die nicht-rigorosen Ver-
fahren in der Praxis oft gut funktionieren, wenn A;,, hinreichend klein ist, so gibt es
doch Situationen, in denen man sicher sein will, ob die numerische Rechnung tatséchlich
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"1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1"

Abbildung 5.2: Anzahl der ®—Auswertungen abhéngig von der Héufigkeit der Verfeinerung-
den d

das richtige Objekt berechnet. In diesem Abschnitt wollen wir eine Methode beschreiben,
mit der man rigorose Diskretisierungen erzeugen kann. Sicherlich gibt es viele verschiedene
Methoden zur Konstruktion rigoroser Diskretisierungen, insbesondere wenn man gewisse
Figenschaften des zu betrachtenden Systems kennt und geeignet ausnutzen kann. Die hier
vorgestellte Methode ist i.A. nicht die effizienteste Losung, dafiir aber relativ einfach zu
implementieren und fiir jedes beliebige System ® anwendbar.

Die Idee unseres Verfahren geht auf die Dissertation “Mengenorientierte Methoden zur
numerischen Analyse dynamischer Systeme” von O. Junge [7] zuriick. Sie liegt darin, dass
man das Mengenbild @(t, Q;) zundchst wie gehabt durch Testpunkte approximiert und
dann zu dem so berechneten Bild eine bestimmte Anzahl von Mengen aus der Umgebung
des nicht-rigorosen Bildes hinzunimmt. Formal kann man dies wie folgt beschreiben.

Definition 5.33 Betrachte eine Zelleniiberdeckung Q und ein semi—dynamisches System
®. Fiir jede Zelle Q; sei eine Menge {le, el xf} von Testpunkten definiert, desweiteren sei
ein Parameter r > 0 gegeben. Dann definieren wir

®(h, Qi) == |J @
JEL;
mit

Li:={j=1,...,P|B.(®(h,z}))n Q; # 0 fiir einen Testpunkt 2k e Qi)

In Abbildung 5.3 ist diese Konstruktion dargestellt.

Das folgende Lemma zeigt, unter welchen Voraussetzungen diese Abbildung d tatsichlich
rigoros ist.

Lemma 5.34 Es sei L die Lipschitz—Konstante von ®(h,z) in = auf Q. Weiterhin gelte
die Abschétzung

H({xj,...,x{},Qi) < ¢
tiir alle Zellen Q; der Uberdeckung Q. Dann ist geméB Definition 5.33 definierte Abbildung

® rigoros, falls r > Le gewahlt wurde. Zudem besitzt sie den dufleren Fehler Agyus <
r 4+ diam(Q).
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Abbildung 5.3: Schematische Darstellung von Definition 5.33

Beweis: Um die Rigorositiit zu zeigen, miissen wir nachweisen, dass ®(h, Q;)NQ C cT>(h, Qi)
ist. Sei dazu = = ®(h,y) € ®(h,Q;) N Q mit y € Q; beliebig. Aus der Annahme an die
Testpunktmenge existiert ein Testpunkt 2! € Q; mit ||y — 2| < e. Fiir die Bilder gilt mit
der Lipschitz—Annahme an ® die Abschéitzung

Hfb(h,y) - @(h,l‘ﬁ)” < Le=r,

anders gesagt also
z = ®(h,y) € B.(D(h,zl)).

Da alle Punkte aus B,(®(h,z})) per Konstruktion in ®(h, Q;) liegen, muss also auch z €
®(h,Q;) gelten, womit die Rigorositit gezeigt ist.

Die Aussage iiber den dufleren Fehler folgt aus der Tatsache, dass jeder Punkt x € cT>(h, Q;
in einer Zelle Q; liegt, die den Ball B,.(®(h,zl)) schneidet. Also existiert ein Punkt y(z) €
Qj mit |jy(z) — ®(h,z})|| <7 und d(y(z), ®(h,Q;)) < r. Damit gilt

H*(EI\D(h, Qi), ®(h,Q;)) < max |z —y(z)||+dy(z), ®(h,Q;)) < diam(Q) + r.

z€d(h,Q;)
U

In unseren Algorithmen benétigen wir EI\D(t, Q;), um diejenigen Zellen zu bestimmen, die
mit Status=2 markiert werden sollen. In der praktischen Implementierung ist es i.A. ein-
facher, hierbei nicht beliebige Bélle B, zu verwenden, sondern nur eine gewisse Zahl be-
nachbarter Zellen zu markieren. In der aktuellen Version grid.c steht dazu die Routine
set_xngh_status(x,status) zur Verfiigung, mit der die den Punkt x enthaltende Zelle so-
wie alle Nachbarzellen markiert werden. Formal wird dadurch die folgende Diskretisierung
realisiert.

Definition 5.35 Betrachte eine Rechteck—Zelleniiberdeckung Q und ein semi-dynami-
sches System ®. Fiir jede Zelle Q; sei eine Menge {x},... ,:Ef” } von Testpunkten definiert,
zudem sei eine weitere Zelleniiberdeckung 8) gegeben, die auf 2 mit Q iibereinstimmt und
zu allen Seiten genau um eine Schicht Zellen grofler als @ ist. Dann definieren wir

®(h, Qi) == | @

JEIL;
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mit
ILi={j=1,...,P| Qjﬂ@k £ () fiir ein k mit ®(h,2}) € Qy, fiir einen Testpunkt zh e Q).

m}

Das folgende Lemma zeigt, dass diese Konstruktion wiederum auf eine rigorosen Diskreti-
sierung fiihrt.

Lemma 5.36 Gegeben sei eine rechteckige Zelleniiberdeckung Q mit minimaler und ma-
ximaler Kantenlénge ki, und kpax. Dann existiert ein von kmin, kmax und der Lipschitz—
Konstante L von ® abhiingiges § > 0, so dass fiir jede Testpunktmenge {x},... ,xf} mit

H({w’iL? ct 7'7;?}7 Q’L) S 6kmax

die Diskretisierung ® aus Definition 5.35 rigoros ist. Zudem besitzt diese den &dufleren
Fehler Ayys < 3kmax. Hierbei werden alle Abstandsmafle (also auch die zur Berechnung
der Lipschitz—Konstante L) bzgl. der co-Norm gemessen.

Beweis: Die Konstruktion aus Definition 5.35 bewirkt, dass fiir jeden Testpunkt :Uﬁ der
Ball B,(®(h,x!)) gemessen in der co-Norm mit r = ky, in ®(h,Q;) enthalten ist. Nach
Lemma 5.34 ist die Abbildung also rigoros, falls r > Le = Likmax ist, also falls

kmin
0 <
= Lkmax

gilt.

Umgekehrt ist fiir 7 = 2kpax jeder Punkt # € ®(h,Q;) im Ball B (®(h,zt)) um einen
Testpunkt enthalten, weswegen wieder nach Lemma 5.34 die Ungleichung

Aaus <r-+ dlam(Q) = 2kmax + kmax = 3kmax
gilt. U

Bemerkung 5.37 (i) Beachte, dass die Bedingung an die Testpunktmenge in jedem Fall

erfiillt ist, falls diese aus
1 n
N=||= 1
(5] +)

gleichméfig verteilten Testpunkten besteht.

(ii) Falls die Zellen der Ausgangsiiberdeckung Qg die Kantenlidngen ki, ..., k,, besitzen, so
lisst sich die Schranke fiir § fiir alle folgenden Uberdeckungen Q; mittels
kmin < kz
max
Lkmax ~ ij=1,...n 2Lk;

abschétzen. Der Faktor “1/2” ergibt sich dabei durch die sukzessive Unterteilung der Kan-
tenlingen, wodurch man nach der ersten Unterteilung ki/2, ks, ..., k,, nach der zweiten
Unterteilung k1/2,k2/2, ks ..., k, usw. erhilt.

(iii) Die hier beschriebene Konstruktion kann auf vielfiltige Weise effizienter gestaltet wer-
den, z.B. durch
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e Abschitzen der Lipschitz—Konstante in verschiedenen Regionen von §2, um die Anzahl
der Testpunkte abhéngig von der Region wahlen zu kénnen

e koordinatenweise Abschitzung der Lipschitzkonstante, so dass die Anzahl der Test-
punkte in jeder Koordinatenrichtung so grob wie moglich gewdhlt werden kann.

Verschiedene Ansitze hierzu werden in der oben erwihnten Dissertation von O. Junge [7]
vorgestellt.

(iv) Wenn die Abbildung @ bereits Fehler enthilt, z.B. weil sie die numerische Approxi-
mation einer Differentialgleichung darstellt, so kann dies beriicksichtigt werden, um eine
rigorose Uberdeckung der echten Abbildung zu erhalten. a
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Kapitel 6

Berechnung von Einzugsbereichen

In vielen praktischen Anwendungen ist es nicht nur interessant, asymptotisch stabile Men-
gen A zu finden, sondern auch diejenigen Anfangswerte zu bestimmen, deren zugehorige
Losungen gegen A konvergieren. Mit diesem Problem werden wir uns in diesem Kapitel
befassen.

6.1 Definitionen und theoretische Grundlagen

Wir haben fiir asymptotisch stabile Mengen A immer die Existenz einer Stabilitdtsumge-
bung B vorausgesetzt. Fiir diese gilt insbesondere

lim d(®(t,z),A) =0

t—o00

fir alle z € B. Der Finzugsbereich ainer asymptotisch stabilen Menge ist nun gerade die
maximale Menge mit dieser Eigenschaft.

Definition 6.1 Fiir eine asymptotisch stabile Menge A und ein (semi-)dynamisches Sy-
stem im R"™ definieren wir den Finzugsbereich als

E(A) = {z € R"| lim d(D(t,x), 4) = 0}.

Das folgende Lemma zeigt einige Eigenschaften dieser Menge.

Lemma 6.2 Gegeben sei eine asymptotisch stabile Menge A mit Stabilitdtsumgebung B
fiir ein (semi-)dynamisches System im R™. Dann gelten fiir den Einzugsbereich £(A) die
folgenden Aussagen:

(i) £(A) := {x € R™|es existiert ein ¢t > 0 mit ®(¢t,z) € B}
(ii) £(A) ist eine offene Menge

111



112 KAPITEL 6. BERECHNUNG VON EINZUGSBEREICHEN

(iii) B C £(A)
(iv) Fiir eine Menge C' C R™ gilt: Falls ®(¢,C) C £(A) gilt fiir ein ¢ > 0 so folgt C' C E(A).

Beweis: (i)“C”: Wir zeigen zunéchst, dass ein € > 0 existiert mit
B-(A) C B. (6.1)

Dies gilt, da wir 0.B.d.A. annehmen konnen, dass B beschrinkt ist. Dann ist auch der
Rand 9B beschriinkt und damit kompakt. Die stetige Funktion ||z — y|| nimmt daher auf
A x 0B ein Minimum in (z*, y*) an. Wenn dieses Minimum gleich 0 ist, folgt 2* = y*. Da B
offen ist, folgt y* ¢ B und damit A Z B, was der Eigenschaft, dass B eine Umgebung von
A ist, widerspricht. Also ist das Minimum > 0 und wir kénnen € gleich diesem Minimum
wéhlen.

Mit (6.1) zeigen wir nun die Behauptung: Sei z € £(A). Dann gilt d(®(t,x),A) — 0
weswegen fiir hinreichend grofies ¢t > 0 die Ungleichung d(®(¢, z), A) < ¢ folgt, woraus mit
(6.1) ®(t,z) € B folgt.

“D”: Es existiere t > 0 mit y = ®(¢,x) € B. Dann gilt fiir s > ¢
O(s,z) = P(s —t,P(t,x)) = D(s —t,y).
Fiir y € B gilt aber lims_,oo d(®(s — t,y), A) = 0 weswegen
lim ®(s,z) = lim d(®(s —t,y),A) =0

S§—00 S§—0Q
folgt, also z € £(A).

(ii) Es sei z € E(A). Zu zeigen ist, dass B.(z) C £(A) fir ein € > 0 gilt. Nach (i) finden
wir ein ¢t > 0 mit ®(¢,z) € B. Da B offen ist existiert § > 0 mit Bs(®(¢,z)) C B. Da ®
zudem stetig ist, existiert € > 0 mit ®(¢, B.(x)) C Bs(®(t,x)). Also gilt ®(t,z) € B fiir alle
x € Be(z). Nach (i) folgt = € £(A) fiir alle z € B.(x), was zu zeigen war.

(iii) Wie im Beweis von (i) finden wir e > 0 mit B.(A) C B.
Wegen H*(®(t, B), A) — 0 existiert ein ¢ > 0 mit
H*(®(t,B),A) <¢e/2.
Hieraus folgt fiir jedes x € B
d(®(t,z), A) < ¢e/2.

Fiir z € B finden wir nun eine Folge x; — x mit x;, € B. Da d(®(t,z), A) stetig ist in z,
folgt
d(®(t,z), A) = klim d(®(t,zx), A) < ¢e/2.
— 00

Also folgt
O(t,z) e B.(A) C B
und damit nach (i) die Behauptung = € £(A).

(iv) Fir z € C gilt:
d(®(s,x),A) = d(P(s —t,P(t,x)),A) — 0

fiir s — oo, da ®(t,x) € E(A). Dies zeigt die Behauptung. U
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Bemerkung 6.3 Aus (iii) folgt, dass £(A) eine Umgebung von B ist. Insbesondere ist
eine Stabilitdtsumgebung also immer echt kleiner als der Einzugsbereich. a

Aussage (i) dieses Lemmas motiviert die folgende Definition.

Definition 6.4 Fiir eine asymptotisch stabile Menge mit Stabilitdtsumgebung B und jedes
x € R™ definieren wir die Zeit

7(z) ;= inf{t > 0| ®(¢t,z) € B}

mit der Konvention inf ) = oo. o

Lemma 6.5 Fiir die Zeit 7(x) gilt

(i) 7(x) <00 = x € E(A)

(ii) 7(xg) — oo fiir jede Folge zj, € R™ mit limg ooz = x ¢ E(A)

Beweis: (i) folgt sofort aus Lemma 6.2 (i).
(ii) Ubungsaufgabe U

Wir wollen nun Einzugsbereiche fiir gestérte dynamische Systeme ¥ bzw. ¥, definieren.
Hierbei ist zu beachten, dass die urspriingliche Definition von £(A) sich nicht besonders
gut eignet, da die Menge A sich unter dem Einfluss der Stérung ebenfalls veréindern wird.
Statt der urspriinglichen Definition werden wir deswegen die Charakterisierung aus Lemma
6.5(i) verwenden. Dies vermeidet die Probleme, da 7(x) iiber die Stabilititsumgebung B
definiert ist, welche in unseren Robustheitsaussagen fiir A unabhéngig von der Stérung ist.

Definition 6.6 Gegeben sei eine asymptotisch stabile Menge A mit Stabilitdtsumgebung
B fiir ein (semi—)dynamisches System ® im R™. Fiir das zu ® gehorige gestorte System W
und « > 0 definieren wir

r(w,w) = inf{t>0]U(t,z,w) € B}
o (z) = wsellygaT(w,w)

male) = inf r(aw)

Ex(A) = {zeR"[1)(z) < oo}
Ex(4) = {zeR"[7,(z) < oo}

Das folgende Lemma gibt eine Interpretation von £ (A) und & (A).
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Lemma 6.7 (i) Fiir alle hinreichend kleinen o > 0 gilt: Es existiert eine a—asymptotisch
stabile Menge A, C B, so dass

EX(A) = {r e R"| Jim H*(Po(t, 7), Aa) = 0}.

(ii) Fir alle o > 0 gilt

E,(A) = {xz € R"|es existiert w € W, mit tlim d(U(t,z,w), A) = 0}.

[0}

Beweis: (i) Die Existenz von A, C B folgt aus der y—Robustheit von A gem&f Satz 4.8(i).

Analog zum Beweis von Lemma 6.2(i) zeigt man

{z e R"| tlim H* (U, (t,x), Aq) = 0} = {x € R" | es existiert ¢t > 0 mit ¥, (¢,2) C B}.
—00

Aus der Definition von 71 folgt nun sofort

{r € R™|es existiert t > 0 mit ¥, (¢, z) C B} = {z € R"| 7] (z) < 00} = EF(A).

(ii) Wiederum analog zum Beweis von Lemma 6.2(i) zeigt man
{z € R" | es existiert w € W, mit tlim d(¥(t,z,w),A) = 0}}
—00
= {z € R"|es existiert w € W,,t > 0 mit ¥(¢,z,w) C B}.

Nun folgt die Behauptung analog zum Teil (i) aus der Definition von 77 (). U

Im néchsten Lemma werden niitzliche Inklusionen fiir die eben definierten Mengen gezeigt.

Lemma 6.8 Fiir alle as > a1 > 0 gelten die Inklusionen

Ear(A) C &4, (A) S E(A) C &, (A) CE,,(A).

Beweis: Wegen Wy € W,, € W,, folgen fiir jedes x € R™ aus der Definition der 7 die
Ungleichungen

T (x) > 1t (2) > 1 (2) = 7(2) = 75 (%) > 74, (%) > 74, ().
Damit folgen die behaupteten Inklusionen aus der Definition von £F(A) und Lemma
6.5(1). U

Wir werden im Folgenden Aussagen iiber die Absténde fiir die Einzugsbereiche formu-
lieren. Dabei werden wir den Hausdorff-~Abstand und die die Hausdorff-Metrik auch auf
nichtkompakte Mengen anwenden. Dies geht, indem wir “min” und “max” in der Defi-
nition von H* durch “inf” und “sup” ersetzen. Beachte, dass die Hausdorff-Metrik fiir
nichtkompakte Mengen keine Metrik mehr ist, allerdings bleiben die Symmetrie und die
Dreiecksungleichung erhalten.

Aus Lemma 6.8 ergibt sich
H* (&4 (A),£(A)) und H*(E(A), &, (A)) = 0.

Fiir die jeweils umgekehrten Abstinde machen wir die folgende Annahme.
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Definition 6.9 (i) Der Einzugsbereich £(A) heifit robust von innen, falls ein v© € Ky
und g > 0 existiert, so dass

H*(E5(A)%, £(A)) <77 (a)

fir alle @ € (0, ap] gilt. Hierbei bezeichnet D¢ = R™ \ D das Komplement einer Menge
D CR™.

(ii) Der Einzugsbereich £(A) heifit robust von aufen, falls ein v~ € Ko und ag > 0
existiert, so dass

H* (€, (A),€(A)) <7 (@)

fiir alle o € (0, ap] gilt. o

Bemerkung 6.10 (i) Man kann beweisen, dass die Robustheit von innen fiir geeignetes
" immer gilt, wihrend die Robustheit von auflen nicht unbedingt gelten muss. Wir wol-
len dies hier nicht vertiefen, einige Aspekte werden aber auf dem aktuellen Ubungsblatt
angesprochen.

(ii) Wir werden spéter sehen, warum wir in der Robustheit von innen die Komplemente der
Mengen betrachten miissen. Beachte, dass im Allgemeinen kein Zusammenhang zwischen
H(C,D) und H(C¢, D) besteht. o

6.2 Der Subdivisionsalgorithmus fiir Einzugsbereiche

Im Gegensatz zu den im letzten Kapitel behandelten Attraktoren sind die Einzugsbereiche
immer Mengen mit nichtleerem Inneren. Bei einer direkten numerischen Berechnung von
E(A) wiirde man daher eine sehr grofie Menge durch die Zellen iiberdecken, wodurch die
Anzahl der Zellen nach wiederholter Subdivision sehr schnell anwéchst.

Wir gehen daher anders vor: Statt eine direkte Approximation von £(A) zu berechnen
werden wir iterativ Approximationen E;F und & aus Cg berechnen, fiir die fiir geeignetes
(vom Fehler der rdumlichen Diskretisierung abhéingiges «) Inklusionen der Art

Es(A) CEFCeA) Ce CE(A)

gelten. Verfeinert werden dann nur diejenigen Zellen der Uberdeckung, die in & \5Z+ lie-
gen. Dies fithrt zu dem folgenden Algorithmus.

Gegeben: Menge (), asymptotisch stabile Menge A C 2 mit Stabilitdtsumgebung B C
Q; Zelleniiberdeckung Qg von §2, rdumliche Diskretisierung ®¢ des zu Grunde liegenden
(zeitdiskreten) dynamischen Systems &.

(0) Wihle £ = 0 und &; := Q, setze i := 0
(1) Setze I; :={j|Q; C& }.
(1a) Setze &' = Ujes+ @j mit

Jt = {j € I | es existiert t > 0 mit ®;(¢, Q;) C &MU B}
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(1b) Setze & == U, - Q; mit

J~ :={j € I; | es existiert ¢ > 0 mit EI\%(t,Qj) N (& UB) # 0}

(2) Verfeinere alle Zellen, die zu &, \5;;1 gehoren ~» neue Zelleniiberdeckung Q41 mit

~

neuer rdumlicher Diskretisierung ®;1
setze i := i+ 1 und gehe zu (1a)

Die Konstruktionsvorschrift in (1a) und (1b) ist wegen der Definition mittels “es existiert
t > 0” nicht wirklich konstruktiv. Per Induktion siecht man aber leicht, dass die zwei Schritte
dquivalent zu den folgenden implementierbaren Vorschriften sind.

(1a’) Setze D° := & und D**! = DF U UjeJ,j @, mit

JF = {jeI;|®(h,Q;) C D*UB}

fir k=0,1,..., so lange bis Dy = Dy, ist und setze 5;_11 = Dy.

(1b") Setze C° := £ und Ck1 = CF U UjeJk‘ Q; mit

Jo = {j e L;|®(h,Q;) N (C*UB) # 0}

fir £k =0,1,..., so lange bis Cgy1 = C} ist und setze & | = C.

Da die Mengen D* und C* per Konstruktion fiir wachsendes k nicht kleiner werden
konnen und in Cg, nur endlich viele Mengen liegen, miissen diese Iterationen nach endli-
cher Zeit stoppen. Zudem koénnen die Iterationen (1a’) und (1b’) durch geeignete Status—
Verwaltungen analog zur Attraktorberechnung implementiert werden.

Bevor wir an die theoretische Analyse dieses Algorithmus gehen, wollen wir uns an einem
Beispiel ansehen, wie der Algorithmus ablduft.

Beispiel 6.11 Betrachte das 2d System

i’l(t) = —.1‘1(t)+.1‘2(t)
io(t) = x1(t)/10 — 2xo(t) — 21(t)* — 23(¢)/10
Fiir dieses System ist das Gleichgewicht 2* = (0,0)7 asymptotisch stabil. Die iiber die

Zeit—h—Abbildung mit h = 5 berechneten Approximationen des Einzugsbereichs sind in
Abbildung 6.1 dargestellt.

Der folgende Satz gibt ein Konvergenzresultat fiir den Algorithmus fiir rigorose rdumliche
Diskretisierung.
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Abbildung 6.1: Approximationen & (blau) und &, (griin) fiir i = 1,5,9,13

Satz 6.12 Gegeben sei eine asymptotisch stabile Menge A eines zeitdiskreten dynamischen
Systems ® mit beschrianktem Einzugsbereich £(A). Gegeben sei weiterhin ein Rechengebiet
Q mit £(A) C Q und die Approximationen & und &; fiir rigorose Diskretisierungen d;
mit duBerem Fehler Ay ;. Dann gilt fiir ¢ > 1 und o; = Agus,i/h

EL(A)eo, CECE(A) CE CE, (A)e,

wobei die erste Inklusion fiir hinreichend kleines Agys; gilt und alle weiteren fiir beliebiges
Agus,i- Hierbei bezeichnet fiir C' C 2 die Menge Clch die grofite Menge D € Co, mit

D C C und C|°? die kleinste Menge D € Co, mit C' C D.

Beweis: £(A) C & : Fiir eine Zelle Q; mit Q; N E(A) # 0 sei x € Q; NE(A). Dann gilt
®(t,z) € B fiir ein t > 0. Wegen der Rigorositét der Diskretisierung gilt

O(t,z) € B(t,Q;) C B(t, Q)

und damit R

Q(t,Q;) N B 2O {®(t,x)} N B ={®(t,x)} # 0.
Per Induktion iiber i folgt daraus @; C &, fiir alle ¢ > 1. Daraus folgt £(A) C &
Edi(Aleg, € &: Aus dem rdumlichen Einbettungslemma 5.16 folgt

(1, Qj) € Vo, (1. Q))-
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Fiir hinreichend kleines «; existiert fiir ¥,, nach Lemma 6.7(i) eine a;—asymptotisch stabile
Menge A,, mit Stabilititsumgebung B und Einzugsbereich £F, (A). Insbesondere gilt also
(vgl. den Beweis von Lemma 6.2(i)) B:(Ay,) C B fiir ein ¢ > 0. Sei nun Q; C & (A)
beliebig. Dann folgt aus der Kompaktheit von (); und der Stetigkeit von ¥, die Existenz
eines t > 0 mit

H*<\I/04i (t, Qj)?‘AOti) <g,

woraus ¥, (t,Q;) € B und wegen der Einbettung auch d;(t, Q;) C B folgt. Da nach der
zuerst bewiesenen Inklusion

Q; C &L

= (o7}

(Ace@ce ca,

7

gilt (die letzte Inklusion folgt dabei direkt aus der Konstruktion von &), ist j € I;_q,
woraus Q; C & folgt. Dies zeigt £ (A)]cy, C &

5;“ C E(A): Fiir ¢ > 1 folgt mit der Rigorositit der Diskretisierung fiir Q; C EZ-JF
®(t,Qy) C 0(t,Q;) C & UB.

Fiir i = 1 folgt hieraus wegen &, = & = 0 direkt Q; C £(A) und damit & C E(A).

(2

Fiir alle i > 2 folgt £ C £(A) nun per Induktion iiber i mit Lemma 6.2(iv). Dies zeigt die
zweite behauptete Inklusion.

& C&,, (A)[C2i: Es sei Q; €& miti> 1. Dann gilt
0# (E2,UB)N(1,Q))

fiir ein geeignetes ¢ > 0. Aus der zweiten Inklusion sowie Lemma 6.2(iii) und Lemma 6.8
folgt
&L UB CE(4) C &, (4),

und damit
0 # &, (A) N B(1,Q)).
Daher gilt mit dem Einbettungslemma
0 # 8072' (A) N (/Is(t, QJ) - go;(A) N \Ilou'(tv QJ)
Es existieren also x € @; und w € W,, mit

U(t,z,w) € &, (A).

Analog zum Beweis von Lemma 6.2(iv) folgt daraus z € &,,(A) und damit Q; C &, (A)|2:.
Daraus folgt die behauptete letzte Inklusion. U

Korollar 6.13 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 6.12.

(i) Wenn der Einzugsbereich robust nach innen im Sinne von Definition 6.9(i) ist, so gilt

H((&")E(A)) <7 (Aaus,i/h) + diam(Q;).
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(ii) Wenn der Einzugsbereich robust nach auffen im Sinne von Definition 6.9(i) ist, so gilt
H(E,E(A)) <7 (Aqus,i/h) + diam(Q;).

(iii) Wenn der Einzugsbereich sowohl robust nach aulen als auch robust nach innen im
Sinne von Definition 6.9(i) ist, so gilt

H(EZ_ \ (int 5z+)7 85(‘4)) < V(Aaus,i/h) + diam(Qz‘)
mit y(r) = max{y"(r),y~(r)}.
Beweis: (i) Es gilt

EHAleg)n2="|J Q= U Qj = &5 (A)%| e
Q;ZES, (A) QiN(EL, (A))e#0

Damit folgt
H((&)%,£(A))

H* (&), £(A))

)

H*(EN N Q,E(A))

7

H*((Eq,(Aleg, ) N, E(A))

IN

H*((£d:(A)leg,)* N, E(A))
= H*((&,(A))°[°2, £(A)%)
H*((E4,(A)°[62, (E4,(A))°) + H*((£1,(4))°, £(A)°)

< diam(Q;) + 7+(ai)

IN

wobei wir im zweiten Schritt ausgenutzt haben, dass Q¢ C £(A)° gilt und im vierten, dass
sich der Hausdorff~Abstand unter Abschlussbildung nicht &ndert.

(i) Es gilt
H(&E,E(A))

H*(E,E(A))

)

H*(&,(A)[°2,€(A))

IN

IN

H*(E;,(A)[C24, &5, (A)) + H*(£,,(A),E(A))
dlam(Q,) + *y_(ozi).

IA

(iii) Aus

DEA) C & \(int€) = £ N
By~ (a;)+diam(0:) (E(A)) N Bt (a) 4 diam(2;) (E(A)S)
B, )

(
(ai)+diam(Q;) (ag (A)

N 1NN

folgt

H(E\ (int &), 0E(A)) = H* (& N (E)¢,06(A)) < (o) + diam(Q;).

1
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Bemerkung 6.14 Beachte, dass man fiir eine beliebige Menge C' C 2 und eine Zelleniiber-

deckung Q von €2 immer
H*(C|%, ) < diam(Q)

erhélt, im Allgemeinen aber keine Aussage iiber
H*(C,Cleg)

in Abhéngigkeit von diam(Q) machen kann. Als Beispiel betrachte C' = @Q; U {z} fiir einen
beliebigen Punkt = € ). Hierfiir erhélt man

H*(07 C|CQ) = d(a:, Qj)?

also einen Ausdruck, der vollig unabhingig von diam(Q) ist. Dies ist der Grund dafiir,
dass wir bei der Abschitzung der Robustheit von innen zum Komplement iibergegangen
sind. 5

Bemerkung 6.15 Im nichtrigorosen Fall geht die Einschachtelung
EFCceA) e

im Allgemeinen verloren.

Durch ein weiteres Einbettungsresultat kann man aber trotzdem noch Konvergenzaussagen
machen. Man beweist dazu, dass fiir eine rdumliche Diskretisierung ® mit innerem Fehler
Ainn gﬂt:

Fiir alle Q; € Q und jedes x € Q); existiert w € W, mit o = Ay, /b, so dass
U(t,z,w) € B(t,Q;)

gilt fiir alle ¢ > 0.

Wenn wir nun die Rigorositétsannahme in Satz 6.12 abschwéchen zu der Annahme, dass alle
betrachteten raumlichen Diskretisierungen ®; einen inneren Fehler A,y ;i < Ajpy < haing

besitzen, so kann man mit dhnlichen Techniken wie im Beweis dieses Satzes die Inklusionen

EHA)NES

Qinn

(A)leg €& CE C (&, (A VES

; i (A))] 2

beweisen.

Analog zu dem vorangegangenen Korollar folgt daraus
H*((£7)%,€(A)) < y(max{Aaqusi, Ainn} /) + diam(Qy),

H*((&7),E(A)) < v(max{Agus,i, Ninn }/h) + diam(Q;),

und
H*(& \ (int 52*), 0E(A)) < y(max{Agus,i; Dinn }/h) + diam(Q;).

Anschaulich bedeutet dies, dass in der Approximation solche Punkte aus £(A) tibersehen
oder filschlich hinzugefiigt werden konnen, die nahe am Rand von £(A) liegen. O



Kapitel 7

Berechnung instabiler
Mannigfaltigkeiten

Wir wollen in diesem abschlieBenden Kapitel die numerische Berechnung eines weiteren
dynamischen Objektes betrachten, ndmlich der instabilen Mannigfaltigkeit. Diese Objekte
konnen ganz unabhéngig von Attraktoren definiert werden, dienen aber insbesondere dazu,
das Verhalten im Inneren von Attraktoren genauer zu untersuchen.

Wir verwenden die bereits bekannten Zelleniiberdeckungen und werden einen darauf ba-
sierenden Algorithmus entwickeln. Wir werden allerdings aus Zeitgriinden keine so genaue
Konvergenzanalyse wie im Falle der Attraktoren durchfiihren, sondern uns auf heuristische
Argumente beschrinken, die anschaulich zeigen, warum dieser Algorithmus funktioniert.
Wiederum behandeln wir ausschliefflich zeitdiskrete Systeme ® auf hZ x R", die — wie im
vorhergehenden Kapitel — auch Zeit—h Abbildungen von Differentialgleichungslésungen
sein kénnen. Zudem nehmen wir im Folgenden an, dass ® ein dynamisches System ist, also
auch fiir negative Zeiten definiert ist.

7.1 Instabile Mannigfaltigkeiten

Instabile Mannigfaltigkeiten kénnen sehr allgemein definiert werden; wir beschrénken uns
hierbei auf einen etwas einfacheren aber dennoch wichtigen Spezialfall, und zwar auf die
instabilen Mannigfaltigkeit eines Fixpunktes eines dynamischen Systems.

Definition 7.1 Es sei ® ein diskretes dynamisches System und z* € R" ein Fixpunkt,
also ®(t,x*) = a* fiir alle t € hZ. Dann definieren wir die instabile Mannigfaltigkeit von x*
als

W (x™) :={x e R" | ®(—t,x) — x* fiir t — o0}.

Beispiel 7.2 Betrachte das zweidimensionale System induziert durch die Abbildung

f<w>=<§§;>.

121
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Man rechnet leicht nach, dass das zugehorige dynamische System auf Z x R? gegeben ist

durch
D(t,z) = 2101
y L) = 2t$2 .

Das System besitzt den Fixpunkt z* = 0. Fiir ¢ — oo gilt nun

27 xe — 0
und
1 400, 1 >0
F.’L‘l — O, xTr = 0

—o0, 1 <0

Es folgt also
W) = {(0,22)T | 22 € R}.

An diesem Beispiel kann man eine wichtige Eigenschaft beobachten: Fiir alle Punkte z € R"
gilt d(®(t,z), W*(0)) — 0. Fiir allgemeine nichtlineare Systeme wird diese Eigenschaft
nicht fiir alle Losungen gelten, immerhin aber noch fiir alle Lésungen, die in einer geeigne-
ten Umgebung von z* liegen. Die instabile Mannigfaltigkeit liefert uns also, genau wie die
Attraktoren, Informationen dariiber, wo sich die Losungen des Systems nach langer Zeit
aufhalten. Falls ® differenzierbar ist, so kann man beweisen, dass diese Objekte in einer
Umgebung von z* differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind; wir werden diese differential-
geometrische Struktur hier allerdings nicht verwenden.

Bemerkung 7.3 Analog zur instabilen Mannigfaltigkeit kann man die stabile Mannigfal-
tigkeit W*(x*) definieren als Menge aller Punkte, deren zugehérige Losungen in Vorwirts-
zeit gegen x* konvergieren.Im obigen Beispiel ist W*(0) = {(z1,0)? | z; € R}. o

Genau wie Attraktoren sind die instabilen Mannigfaltigkeiten invariante Mengen.

Lemma 7.4 Die instabile Mannigfaltigkeit ist invariant, d.h. es gilt
O(t, WH(2")) = WH(z")
fiir alle t € hZ.

Beweis: Da ® ein dynamisches System ist, geniigt es
O(1, W (")) C W*(z*)

fiir alle 7 € hZ zu beweisen. Es sei © € &(7, W"(z*)), also z = ®(r,y) fiir ein y € W¥(z*).
Dann gilt

tlim O(—t,x) = tlim O(—t, ®(1,y)) = tlim O(—t+71,y)= lim P(-s,y)=2a",

s§=t—T—00

also z € W"(x*). U

Um das Verhiltnis dieser Mengen zu den Attraktoren zu klaren, hilft das folgende Lemma.
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Lemma 7.5 Es sei x* ein Fixpunkt eines diskreten dynamischen Systems ®. Desweiteren
existiere ein Attraktor A von ® mit x* € A. Dann gilt W"(z*) C A.

Beweis: Es sei y € W¥(2*). Dann gilt ®(—t,y) — «* fiir t — co. Es existiert also ein Folge
t; — oo mit ®(—t;,y) = z; — =* und damit auch

(I)(ti, mz) =Y.

Da x* € A liegt, existiert eine Umgebung von x*, die in der Stabilititsumgebung B von
A liegt. Fiir alle hinreichend grofien 7 gilt also x; € B. Aus der Definition des Attraktors
folgt insbesondere

H*(®(t;,B),A) — 0

fiir ¢ — oo, und damit

also d(y, A) = 0 und damit y € A. U

Falls also ein Attraktor vorliegt, so liefert die instabile Mannigfaltigkeit i.A. eine feinere
Struktur innerhalb des Attraktors und damit weitere Informationen {iber das dynamische
Verhalten.

Zur Formulierung eines geeigneten Algorithmus zu kommen, benétigen wir noch die fol-
gende lokale Definition.

Definition 7.6 Fiir eine kompakte Umgebung N von z* definieren wir die relative instabile
Mannigfaltigkeit von x* bzgl. N als

Wi (x¥) := {x € W"(a™) | ®(—t,z) € N fiir alle ¢t > 0}.

Diese Menge besteht also aus allen Punkten z € W*(z*), die die Menge A in Riickwértszeit
nicht verlassen.

Das folgende Beispiel illustriert das Verhéltnis zwischen Wj(z*) und W*(z*) in einem
nichttrivialen Fall.

Beispiel 7.7 (Takens—Bogdanov Oszillator) Betrachte die Differentialgleichung

(249)- |

i1 (t) A1+ Xowy (t) + 21 (8)% + 21 () w2 (2)

mit Parametern \; = —0.2 und Ay = —1. Die rechte Seite besitzt die Nullstellen
z* = (1.170820393,0)T und z** = (—0.170820393,0)7,

die gerade die Fixpunkte der Losungen sind. Wir wollen das Verhalten in z* betrachten.
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Abbildung 7.1: Lokales Verhalten von Beispiel 7.7

Wenn wir den in Abbildung 7.1 dargestellten Ausschnitt als Umgebung N wiéhlen, so
stellen wir fest, dass eine eindimensionale Kurve existiert, fiir die die Losungen in negati-
ver Zeit monoton gegen x* streben. Alle anderen Anfangswerte verlassen diese Umgebung,
weswegen diese in Abbildung 7.1 durchgezogen dargestellte Kurve gerade die relative insta-
bile Mannigfaltigkeit W (z*) ist. Die (relative) stabile Mannigfaltigkeit ist hier gestrichelt
dargestellt.

Wenn wir allerdings das globale Verhalten der in Abbildung 7.1 dargestellten Mannigfaltig-
keiten betrachten, so stellen wir fest, dass der linke untere Ast der instabilen Mannigfaltig-
keit einen Bogen macht und mit der stabilen Mannigfaltigkeit zusammenstofit, die beiden
stimmen in diesem Bereich also iiberein — was nur auf den ersten Blick widerspriichlich ist.
Folglich ist W*(x*) in diesem Beispiel durch die in Abbildung 7.1 durchgezogen gezeichnete
Kurve gegeben (wobei der rechte obere Ast in der Grafik abgeschnitten ist). Insbesondere
stimmen W3 («*) und W*(z*) auf NV nicht {iberein.

Abbildung 7.2: Globales Verhalten von Beispiel 7.7

Die in diesem Beispiel auftretende Losung, die sowohl in Vorwérts— wie in Riickwértstzeit
gegen z* konvergiert, heifit homokliner Orbit. |

Die Grundidee des Algorithmus zur Berechnung von W*(z*) ist nun wie folgt:
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(1) Berechne die Menge W3- (x*) fiir eine kleine kompakte Umgebung N von z*
(2) Berechne W"(z*) mittels

U @ik, Wii(z")).
j>0

Wir untersuchen zunéchst den zweiten Schritt und zeigen, dass die dort angegebene Ver-

einigung tatséchlich W¥(z*) liefert.

Lemma 7.8 Es sei die relative instabile Manigfaltigkeit W}, (z*) bzgl. einer kompakten
Umgebung N von z* gegeben. Dann gilt

W (z*) = | @(h, Wir(a")).
§>0

Beweis: “27: Es sei z € J;50®(jh, Wi(2”)). Dann existiert ein ¢t = jh > 0 und y €
Wi (x*), so dass x = ®(t,y) gilt. Damit folgt

O(r,z) = O(1, (t, y)) = (T +t,y).
Da y € Wi (x*) C W"(x*) liegt, folgt

lim ®(r,z) = lim  ®(s,y) =z,

T——00 s=T+t——00
weswegen € W"(x*) liegt.
“C”: Es sei € W*(z*). Dann gilt
lim ®&(—t,x) = z*.
t—o0
Fiir jedes € > 0 gilt damit
[@(=t, (=7, 2)) — 2" = [[®(=7 —t,2) — 27| <e

fiir ein (von € abhiingiges) hinreichend grofes 7 € AN und alle t € AN. Da N eine Umgebung
von z* ist, existiert € > 0 mit B.(2*) C N, also existiert 7 > 0 mit

O(—t,o(-7,2)) €N
fiir alle ¢ > 0. Da W"(z*) invariant ist, gilt zudem
O(—71,2) € WH(z").
Aus der Definition von W} (z*) folgt also
y = ®(—7,x) € Wyr(z")
und damit auch

v =d(r,y) € D(r, Wi(a")) C | B(ih, Wi (a")).
j=0
U

Wenn wir also Wj;(z*) berechnen kénnen, so kénnen wir — zumindest theoretisch — auch
W (z*) berechnen.
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Bemerkung 7.9 Eine andere Art, die obige Vereinigung zu schreiben, ist die Iteration
Wy = WJI\L/(JZ*), W;=®(h,W;—1)UW,;_1,i=1,2,3,...

Diese Iteration wird die Basis fiir unseren Algorithmus sein, wobei wir uns in der algo-
rithmischen Umsetzung auf eine weitere kompakte Menge I' C R"™ einschranken miissen,
die natiirlich i.A. deutlich gréfier als N ist. Damit kénnen wir in der obigen Vereinigung
nur diejenigen Losungen von @ betrachten, die in I' bleiben. Wir berechnen damit die
Mengenfolge

Wo = Wik(z*), W; = <<I>(h,WZ»_1) U Wi_l) AT, i=1,2,3,...

Analog zu dem obigen Beweis siecht man, dass man auf diese Weise gerade die relative
instabile Mannigfaltigkeit W (z*) erhalt. o

Wir wollen uns nun iiberlegen, wie man W§(z*) berechnen kann. Hierzu miissen wir die
folgende Annahme an das Verhalten des Systems in A/ machen.

Annahme 7.10 Fiir jedes x € N\ W} (z*) existiert ein ¢ > 0 mit

O(—t,x) € N.

Anschaulich besagt Annahme 7.10, dass alle Lésungen, die nicht ohne Verlassen von N in
Riickwirtszeit gegen x* konvergieren (also nicht in W§,(z*) liegen), die Umgebung B.(z*)
verlassen (wobei eine spitere “Riickkehr” nicht ausgeschlossen ist). Es gibt also fiir die
Losungen, die in AV starten in Riickwirtszeit genau die zwei Alternativen: (i) Konvergenz
gegen z* oder (ii) Verlassen von N.

Sicherlich ist dies eine einschrinkende Annahme, sie ist aber in vielen praktischen Beispielen
erfiillt und lésst sich zudem leicht mittels einer hinreichenden Bedingung iiberpriifen: Wenn

die Jacobi-Matrix
d
A=—o(h
d$ ( 7:’(")
nur Eigenwerte A mit |[A| # 1 besitzt, so ist Bedingung 7.10 fiir jede hinreichend kleine
Umgebung N erfiillt. In diesem Fall spricht man von einem hyperbolischen Gleichgewicht.

Im Beweis hierfiir zeigt man zunéchst, dass das mittels
Djin(h,z) = Alx — 2¥)

definierte linearisierte System diese Eigenschaft besitzt und dass sich die Losungen ® und
®y;,, in einer kleinen Umgebung A nur wenig unterscheiden. Der formale Beweis dieses Sat-
zes, der als Satz von Hartman und Grobman bekannt ist, ist allerdings etwas komplizierter.

Unter der Annahme 7.10 gilt der folgende Satz.
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Satz 7.11 Betrachte ein diskretes dynamisches System ®, das einen Fixpunkt x* besitzt,
der die Annahme 7.10 fiir eine Umgebung N erfiillt. Dann gilt

Wi (z*) = A,
wobei A der relative globale Attraktor von ® bzgl. Q = A ist.
Beweis: “A C W (2*)": Da A relativ invariant ist, gilt ®(h, A) N Q = A. Daraus folgt
O(—h,A) = D(—h,P(h,A)NQ) C O(—h,P(h,A)=A

und per Induktion

o(—t,A)C A
fiir jedes t € hN. Falls = ¢ W, (2*) ist, so gilt nach Annahme 7.10
O(—t,z) €N
fiir ein geeignetes t € hN und damit wegen
ACQ=N
auch
O(—t,z) & A.
Falls also x € A wire, so gilte
(—t,4) £ A,

ein Widerspruch. Damit gilt x ¢ Wi(2*) = = ¢ A und folglich A C Wi (z*).

“A D Wi (x*)”: Zum Beweis dieser Inklusion zeigen wir zunéchst
O(h, Wir(z®)) NQ D Wir(z™). (7.1)

Zum Beweis von (7.1) beachte, dass jeder Punkt 2 € W} (2*) gerade durch die Bedingungen
x € W¥(z*) und ®(—t,z) € N fiir alle t € hN charakterisiert ist. Wegen der Invarianz von
W (z*) folgt also

O(=h, W (")) € Wir(2")

und damit
O(h, Wir(z¥)) 2 Wir(27).

Da zudem W (z*) C N = Q gilt, folgt (7.1). Zum Beweis von A D W} (z*) verwenden
wir nun die Darstellung
A=()C
i>0
mit
Cy =1, Ci =®h,Ci-1)NQ, i=1,2,...,
aus Lemma 5.6. Aus (7.1) folgt per Induktion iiber i € Ny die Inklusion
Wi (z*) C C;

und damit A D Wj;(z*), also die Behauptung. 0
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7.2 Der Fortsetzungsalgorithmus

Wir wollen die im vorangehenden Abschnitt skizzierte Idee des Algorithmus nun mit Hilfe
unserer rdumlichen Diskretisierung numerisch umsetzen. Wir wéhlen uns dazu zwei Men-
gen: Eine Menge I' C R", auf der wir W (2*) berechnen wollen und eine (kleine) Menge
Q=N CT, auf der wir die lokale Approximation W,(z*) berechnen wollen. Dazu wihlen
wir uns eine Zelleniiberdeckung Q von I'.

In Schritt (1) des Algorithmus miissen wir nun den relativen globalen Attraktor A bzgl.
Q) berechnen, da dieser nach Satz 7.11 gerade die Menge W/ (x*) ist. Hierfiir muss der
Algorithmus 5.24 nur minimal abgedndert werden, ndmlich so, dass im Algorithmus nur
diejenigen Zellen und Testpunkte berticksichtigt werden, die in €2 liegen. Beachte, dass die
Anfangsiiberdeckung fein genug sein muss, damit solche Punkte tiberhaupt existieren.

In Schritt (2) des Algorithmus miissen wir nun die dort angegebene Vereinigung umsetzen.
Dies leistet der folgende sogenannte Fortsetzungsalgorithmus, der eine Folge von Mengen
W; mit W; C W, 1 konstruiert und bei dem wir fiir die Status—Kennzeichnung die folgende
Konvention machen:

sj = 0: Zelle gehort zu keinem W;, j <1
sj = 2: Zelle gehort zu W;_o

sj = 1: Zelle gehort zu Wi \ Wi_o

sj = 3: Zelle gehort zu W; \ W;_1.

(Diese Kennzeichnung erscheint etwas durcheinander; dies liegt daran, dass das Endergebnis
wie in den vorhergehenden Algorithmen mit “Status=2" reprisentiert werden soll.)

Algorithmus 7.12 (Fortsetzungsalgorithmus) Fingabe: kompakte Menge I' C R",
diskretes dynamisches System ® auf R”, Zelleniiberdeckung Q von I' mit markierter Menge

WO = Us]~=2 Q]
(0) Setze s; :=1 fiir alle Zellen mit s; = 2, setze i :=1

(1) Durchlaufe alle Zellen Q;
Falls s; = 1 ist
Durchlaufe alle Testpunkte xé der Zelle Q;
Setze den Status der Zelle Q) mit @(h,xé») €Qrund s, =0 auf s, :=3
Ende der Schleifen

(2) Durchlaufe alle Zellen Q;
Falls s; = 1 ist, setze s;j := 2
Falls s; = 3 ist, setze s; := 1
Ende der Schleife
Falls kein s; mit s; = 3 existiert hat, beende den Algorithmus;
ansonsten setze i := ¢ + 1 und gehe zu (1)

Ausgabe: Die Menge
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Wann kann man nun erwarten, dass dieser Algorithmus eine gute Approximation W; von
W («*) liefert? Sicherlich gerade dann, wenn die Menge W (z*) robust gegeniiber kleinen
Storungen ist, also wenn sie eine y—Robustheitseigenschaft analog zu den asymptotisch
stabilen Mengen erfiillt. Bei diesen hatten wir gesehen, dass diese Robustheit aus der At-
traktionseigenschaft folgt. Das Gleiche gilt hier: Wenn alle Losungen aus einer Umgebung
gegen W (z*) konvergieren, so kann man ein gutes Approximationsergebnis erwarten. Lei-
der ist dies keine Eigenschaft, die instabile Mannigfaltigkeiten automatisch besitzen. Unter
Annahme (7.10) gilt diese Attraktionseigenschaft fiir W (z*), falls die Menge I' hinrei-
chend klein ist. Fiir grofle Mengen I, also insbesondere wenn wir das globale Verhalten
untersuchen wollen, kann die Attraktion und damit die Robustheit verloren gehen.

Ein Beispiel dafiir ist die DGL aus Beispiel 7.7. Hier ist der homokline Orbit nicht attrahie-
rend, da alle Losungen, die im Inneren der “Schleife” starten, gegen das zweite Gleichge-
wicht ™* konvergieren und sich damit vom homoklinen Orbit entfernen. amit ist die insta-
bile Mannigfaltigkeit nicht robust und folglich berechnet der Algorithmus eine wesentlich
groBere Menge (Abb. 7.3, links; alle hier dargestellten Berechnungen wurden mit Zeitschritt
h =1 und 25 Testpunkten pro Zelle durchgefiihrt). Es ist allerdings nicht so, dass homo-
kline Orbits prinzipiell nicht robust sind. Betrachten wir Beispiel 7.7 in Riickwértszeit, so
wird der homokline Orbit robust und durch den Algorithmus gut approximiert (Abb. 7.3,
rechts).

. 1 . I . ]
-0.5 0 0.5 1 1.5 2

Abbildung 7.3: Ergebnis von Algorithmus 7.12 fiir Beispiel 7.7 in Vorwérts— und Riickwéarts-
zeit

Im Falle der Nichtrobustheit hilft eine Variante des Algorithmus weiter, bei der man die
Iteration nicht bis zum Eintreten der Konvergenz W; = W;_; durchfiihrt, sondern nach
einer vorgegebenen Anzahl von Schritten abbricht. In diesem Fall erhélt man fiir festes ¢
und abnehmende Zellengréfle die Konvergenz

(Wi, |J @GR W) |,
§=0,...,i

im Falle einer rigoroser Diskretisierung gilt dies sogar in der Hausdorff-Metrik H (vgl.
Proposition 3.2 in [3]).

In Abbildung 7.4 ist diese Variante fiir 7 Schritte mit zwei verschiedenen Feinheiten fiir
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Beispiel 7.7 durchgefiihrt. Beachte, dass die Konvergenzgeschwindigkeit auch bei dieser
Variante von geeigneten Robustheitseigenschaften abhéingt.

2r 2r
1.5F 151
1r 1ir

0.5f 0.5f

Abbildung 7.4: Ergebnis von Algorithmus 7.12 fiir Beispiel 7.7 mit 7 Fortsetzungsschritten
und verschiedener Zellengrofie

Einige schone Beispiele fiir die Anwendung dieses Algorithmus finden sich im WWW,
z.B. unter http://math-www.upb.de/~agdellnitz/papers/vismeas?.ps.gz oder unter
http://math-www.upb.de/~agdellnitz/gaio/halo.html.



Anhang A

Implementierung der
Zelleniiberdeckung

In diesem Anhang beschreiben wir die fiir die Ubungen zur Verfiigung gestellten C—
Routinen zur Implementierung der Zelleniiberdeckung.

A.1 Implementierung

Bevor wir zur Bedienung der Routinen kommen, wollen wir kurz die Datenstruktur be-
schreiben. Speziell im Hinblick auf die flexible Verfeinerung von Zellen, die in den spéteren
Algorithmusversionen hilfreich ist, ist die Zelleniiberdeckung als Baumstruktur angelegt.
Abbildung A.1 stellt diese Datenstruktur schematisch dar.

Qo
/N
Qo Qn

/ N\

Q Q0

QlO Qll

Abbildung A.1: Schematische Darstellung der Baumstruktur

Die tatsichlich verwendete Uberdeckung ist dabei immer die Uberdeckung auf der unter-
sten Ebene, sie besteht also gerade aus denjenigen Zellen, die die sogenannten Bldtter des
Baums darstellen. In der in Abbildung A.1 dargestellten Struktur besteht die verwendete
Uberdeckung also aus den drei Zellen @1, @20 und (2.

131
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A.2 Bedienung der Routinen

Bei der Verwendung der Routinen ist diese Datenstruktur unsichtbar, sie erklért aber die
auf den ersten Blick etwas ungewohnliche Handhabung der Routinen, die sich einfach daher
ergibt, dass die Zellen nicht in einem Array sondern in einem Baum abgespeichert sind.

Im Folgenden werden die Routinen im Einzelnen beschrieben.

A.2.1 C—-Routinen

double make_grid(double *xu, double *xo, int dim, int r);

Erzeugt eine Zelleniiberdeckung im R%™ auf der rechteckigen Menge Q mit “linker unte-
rer” Ecke xu und “rechter oberer” Ecke xo. In jeder Koordinatenrichtung werden r Zellen
erzeugt, also rf™ Zellen insgesamt. Falls r keine Zweierpotenz ist wird automatisch abge-
rundet. Als Riickgabewert gibt die Funktion den Durchmesser der Zellen (in der 2-Norm)
zuriick. Jede Zelle wird mit Status=2 vorbelegt.

Beispiel (2d):

double k, xul[2], xo[2];

xul0] = -1; xul1]
xo[0] 1; xol[1]

-1;
1

k=make_grid(xu,x0,2,4);

int write_grid(char *filename);

Schreibt die aktuelle Zelleniiberdeckung in das File mit Namen filename. Fiir jede Zelle
wird eine Zeile mit linker unterer und rechter oberer Ecke sowie dem Status ausgegeben.
In 2d und 3d koénnen die Files mit den unten beschriebenen MATLAB—Routinen grafisch
ausgegeben werden.

Beispiel:

write_grid("test.grd");

void refine_grid(void);

Verfeinert jede Zelle des Gitters mit Status=2. Hierbei wird immer in eine Koordinaten-
richtung verfeinert, wobei sich die Richtungen zyklisch abwechseln, in 3d also  —y — z —
T—Y—2— ... |

int first_cell(void);

Setzt den internen Zeiger auf die erste Zelle der Uberdeckung. Gibt —1 zuriick, falls noch
kein Gitter erzeugt wurde, sonst 0. Die Zelle, auf die der interne Zeiger zeigt, wird im
Folgenden als aktuelle Zelle bezeichnet. O
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int next_cell(void);

Setzt den internen Zeiger auf die niichste Zelle der Uberdeckung. Gibt eine fortlaufenden
positiven Nummer (Index der Zelle) zuriick und —1, falls die letzte Zelle der Uberdeckung
bereits erreicht war.

Beispiel fiir first_cell und next_cell: Schleife iiber alle Zellen

int index;

index = first_cell();
do
{

/* Hier kann die aktuelle Zelle bearbeitet werden */

index = next_cell();

}

while (index!=-1);

void get_corner(int i, double *x);

Gibt den i-ten Eckpunkt der aktuellen Zelle (siche first_cell) aus. Der Index ¢ muss
zwischen 0 und 2%™ — 1 liegen, die Variable z muss entsprechend der Dimension deklariert
sein.

Beispiel (2d):

double x[2];
int 1i;

for (i=0; i<4; i++)
{

get_corner(i, x);

printf ("Eckpunkt %d: %f %f\n", i, x[0], x[1]);
}

void get_testpoint(int i, int tpnum, double *x);

Gibt den i-ten Testpunkt (von insgesamt tpnum) in der aktuellen Zelle aus. Der Index i
muss zwischen 0 und tpnum — 1 liegen, die Variable £ muss entsprechend der Dimension
deklariert sein. Die Testpunktanzahl muss > 29™ sein und sollte von der Form m®™ fiir ein
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m € Z sein, falls dies nicht der Fall ist, wird automatisch intern abgerundet. Die Testpunkte
werden gleichméfig in der Zelle platziert; dabei sind die Eckpunkte immer Testpunkte.

Beispiel (2d):

double x[2];
int 1i,j;

j=9

for(i=0; i<j; i++)
{

get_testpoint(i,j,x);

printf ("Testpunkt %d: %f %f\n", i, x[0], x[11);
}

int get_status(void);

Gibt den Status der aktuellen Zelle zuriick bzw. —1, falls der interne Zeiger nicht gesetzt
wurde. O

int set_status(int status);

Setzt den Status der aktuellen Zelle auf status; dieser Wert muss dabei > 0 sein. Gibt bei
Erfolg 0 zuriick, sonst —1. O

int get_x_status(double *x);\verb

Gibt den Status der Zelle zuriick, in der der Punkt x liegt bzw. —1, falls x nicht in 2 liegt
oder keine Uberdeckung erzeugt wurde. o

int set_x_status(double *x, int status);

Setzt den Status der Zelle, in der x liegt auf status; dieser Wert muss dabei > 0 sein. Gibt
bei Erfolg 0 zuriick, sonst —1.

int set_xngh_status(double *x, int status);

Wie int set_x_status, wobei zudem alle benachbarten Zellen markiert werden (auch
wenn x auflerhalb von Q liegt). O

A.2.2 wmATLAB—Routinen zur grafischen Darstellung

Zusétzlich gibt es die MATLAB-Routinen gridplot2d.m und gridplot3d.m zur grafischen
Darstellung der Ergebnisse. Wenn die Uberdeckung wie oben beschrieben mit der C-—
Anweisung write_grid("test.grd"); in das File “test.grd” geschrieben wurde, so zeigt
gridplot2d(’test.grd’,1) (bzw. 3d) die Uberdeckung an; hierbei werden die Zellen mit
Status=2 in Rot und die restlichen Zellen durchsichtig gezeichnet.

Die Anweisung gridplot2d(’test.grd’,0) (bzw. 3d) macht das Gleiche, allerdings wer-
den die Zellen mit Status#2 hierbei gar nicht gezeichnet.
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A.2.3 Technische Hinweise

Zur Verwendung der oben beschriebenen C-Routinen miissen drei Schritte durchgefiihrt
werden.

(1) Herunterladen der nétigen Routinen

Zur Verwendung der C-Routinen miissen Sie dazu die Files grid.c, grid.h und defs.h
von der Vorlesungs-Webpage! herunterladen. Hier finden sich auch die MATLAB-Routinen
zur grafischen Darstellung.

(2) Einbinden der Header—Datei

Um die Routinen in Threm Programm verwenden zu kénnen, miissen Sie im Kopf die Zeile
#include "grid.h" einfiigen.

(3) Compilieren und Linken

Nehmen wir an, IThr Programm ist im File meinprogramm.c gespeichert, und Sie wollen
daraus ein ausfithrbares Programm mit Namen meintest erzeugen. Dazu miissen Sie die
folgenden Befehle ausfiihren

(a) Ubersetzung der Routinen:

gcc —c grid.c

(Dies muss nach dem Herunterladen nur einmal durchgefiihrt werden.)

(b) Ubersetzen Thres Programms:

gcc —-c meinprogramm.c

(c) Zusammenbinden (Linken) der Programme:

gcc main.o grid.o -1m -o meintest

Wenn alles fehlerfrei geklappt hat, kénnen Sie Thr Programm nun mit meintest starten.

Auf der Vorlesungshomepage finden Sie unter beispiel.c ein Programm, mit dem Sie
diese Schritte testen kénnen.

lyww.uni-bayreuth.de/departments/math/~1gruene/numdyn0304/
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