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Vorwort

Dieses Skript ist im Rahmen einer gleichnamigen Vorlesung entstanden, die ich im Som-
mersemester 2019 an der Universitdt Bayreuth gehalten habe. Die ersten Kapitel beruhen
auf einer fritheren Version des Skripts, das zuerst im Sommersemester 2003 erstellt wurde.
Die hinteren Kapitel wurden fiir das Sommersemester 2019 komplett neu geschrieben.

Die einzelnen Kapitel des Skriptes wurden auf Basis verschiedener Lehrbiicher, Mono-
graphien und weiterer Literatur erstellt, Hinweise dazu finden sich am Ende jedes Ka-
pitels. Besonders bedanken mochte ich mich bei Fabian Wirth (Universitdt Passau) fiir
seine sehr hilfreichen Notizen zu einer im Wintersemester 2002/2003 an der J.W. Goethe—
Universitdt Frankfurt am Main gehaltenen Vorlesung iiber mathematische Modellierung.
Ebenfalls mochte ich mich bei den aufmerksamen Studentinnen und Studenten bedanken,
die viele kleinere Fehler gefunden haben, die in dieser Version korrigiert werden konnten.

Bayreuth, Juli 2019 LARS GRUNE
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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1  Uberblick

In dieser Vorlesung werden wir uns mit Modellen realer Phénomene beschéftigen, die auf
Differentialgleichungen beruhen. Wir wollen fiir eine Reihe von Anwendungen Modelle ent-
wickeln, die zu Grunde liegenden Mechanismen untersuchen und Modellannahmen diskutie-
ren. Zudem werden wir an Beispielen untersuchen, wie sich die Modelle qualitativ verhalten.
Dies werden wir vor allem bei den auf gewohnlichen Differentialgleichungen beruhenden
Modellen machen, da dafiir bei dieser einfachen Modellklasse eine Reihe mathematischer
Methoden zur Verfiigung stehen. Diese werden dabei in eher informeller Weise eingefiihrt,
d.h. wir werden auf Beweise ganz verzichten oder nur die Beweisideen geben, da wir davon
ausgehen, dass diese aus einfithrenden Vorlesungen iiber gewhnliche Differentialgleichun-
gen bekannt sind. Ebenso werden wir bei den partiellen Differentialgleichungen nicht auf
die Theorie (z.B. zur Existenz von Losungen) eingehen, da hierfiir eigene Vorlesungen exi-
stieren.

Wir werden in dieser Vorlesung Modelle aus drei Klassen von Differentialgleichungen
e Gewohnliche Differentialgleichungen
e Stochastische (gewdhnliche) Differentialgleichungen

e Partielle Differentialgleichungen
behandeln. Die betrachteten Anwendungsbereiche dabei sind

e Biologie, speziell Populationsdynamik
e Mechanik und Strémungsmechanik
e Finanzmathematik

e Ausbreitung von Wiarme und Wellen
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Bevor wir mit den Modellen beginnen, werden wir etwas Notation einfithren und eini-
ge grundlegende Eigenschaften betrachten. Wir beschrinken uns hier zunéchst auf die
gewOhnlichen Differentialgeichungen, fiir die stochastischen und die partiellen Differential-
gleichungen werden wir die Schreibweisen in den entsprechenden Kapiteln einfiihren.

1.2 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Eine gewothnliche Differentialgleichung setzt die Ableitung einer Funktion z : R — R”
nach ihrem (eindimensionalen) Argument mit der Funktion selbst in Beziehung. Formal
beschreibt dies die folgende Definition.

Definition 1.1 Ein gewdéhnliche Differentialgleichung (DGL) im R™, n € N, ist gegeben
durch die Gleichung

d
2t = f(t2()), (1.1)

wobei f : D — R" eine stetige Funktion ist und Vektorfeld genannt wird, deren Definiti-
onsbereich D eine offene Teilmenge von R x R™ ist.

Eine Lésung von (1.1) ist eine stetig differenzierbare Funktion z : R — R™, die (1.1)
erfiillt. o

Der entscheidende Unterschied zur partiellen Differentialgleichung ist, dass in der Gleichung
nur eine Ableitung nach einem eindimensionalen Argument auftritt. Hohere Ableitungen
sind dabei im Prinzip erlaubt, Gleichungen mit hoheren Ableitungen kénnen aber immmer
in die Form (1.1) umgeschrieben werden, weswegen wir uns auf diese Form beschrinken.

Einige Anmerkungen zur Notation bzw. Sprechweise:

e Die unabhingige Variable ¢ werden wir iiblicherweise als Zeit interpretieren, obwohl
(abhéingig vom modellierten Sachverhalt) gelegentlich auch andere Interpretationen
moglich sind.

o Statt %x(t) schreiben wir oft kurz &(t).
e Die Losungsfunktion x(¢) nennen wir auch Ldsungskurve oder (Ldsungs—)Trajektorie.

e Falls das Vektorfeld f nicht von ¢ abhéngt, also ©(t) = f(x(¢)) ist, nennen wir die
Differentialgleichung autonom.

1.2.1 Anfangswertprobleme

Eine gewohnliche Differentielgleichung besitzt im Allgemeinen unendlich viele Losungen.
Als Beispiel betrachte die (sehr einfache) eindimensionale DGL mit f(x,t) = x, also
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mit z(t) € R. Betrachte die Funktion z(t) = Ce! mit beliebigem C € R. Dann gilt

d
z(t) = ﬁCet = Ce' = z(t).
Fiir jedes feste C 16st Ce! die obige DGL, es gibt also unendlich viele Losungen.
Um eindeutige Losungen zu erhalten, miissen wir eine weitere Bedingung festlegen. Dies
geschieht in der folgenden Definition.

Definition 1.2 Ein Anfangswertproblem fiir die gewohnliche Differentialgleichung (1.1)
besteht darin, zu gegebenem ¢y € R und xy € R" eine Losungsfunktion z(¢) zu finden, die
(1.1) erfillt und fiir die dartiberhinaus die Gleichung

l’(to) = X0 (1.2)

gilt. i

Notation und Sprechweisen:

e Fiir die Losung z(t), die (1.1) und (1.2) erfiillt, schreiben wir z(¢; to, zo). Im Spezialfall
to = 0 werden wir oft kurz z(¢; xo) schreiben.

e Die Zeit tg € R bezeichnen wir als Anfangszeit, den Wert x¢g € R™ als Anfangs-
wert. Das Paar (tg, zo) bezeichnen wir als Anfangsbedingung, ebenso nennen wir die
Gleichung (1.2) Anfangsbedingung.

Bemerkung 1.3 Eine stetig differenzierbare Funktion x : I — R" 16st das Anfangswert-
problem (1.1), (1.2) fiir ein ¢y € I und ein xg € R” genau dann, wenn sie fir alle ¢ € I die
Integralgleichung

x(t) = o + t f(r,x(r))dr (1.3)

erfiillt. Dies folgt sofort durch Integrieren von (1.1) bzgl. ¢t bzw. durch Differenzieren
von (1.3) nach t unter Verwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung. O

1.2.2 Ein Existenz— und Eindeutigkeitssatz

Unter geeigneten Bedingungen an f kénnen wir einen Existenz— und Eindeutigkeitssatz
fiir Anfangswertprobleme der Form (1.1), (1.2) erhalten.

Satz 1.4 Betrachte die gewohnliche Differentialgleichung (1.1) fiir ein f : D — R”™ mit
D C R x R™. Das Vektorfeld f sei stetig, dariiberhinaus sei f Lipschitz—stetig im zwei-
ten Argument im folgenden Sinne: Fiir jede kompakte Teilmenge K C D existiere eine
Konstante L > 0, so dass die Ungleichung

1t 2) = f& )l < Lz —yll
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gilt fiir alle t € R und z,y € R™ mit (¢, z), (t,y) € K.

Dann gibt es fiir jede Anfangsbedingung (tg, o) € D genau eine Losung x(t;to, xo) des
Anfangswertproblems (1.1), (1.2). Diese ist definiert fiir alle ¢ aus einem offenen mazimalen
Existenzintervall Iy, o, € R mit tg € Iy 4,-

Fiir den Beweis verweisen wir auf die einschligigen Vorlesungen oder die am Ende des
Abschnitts genannten Lehrbiicher.

Das Verhalten am Rand von Iy, ;, kann fiir die Losungen wie folgt beschrieben werden:
Falls t* = suply, ., < oo ist, so divergiert die Losung z(t;tp,zo) fiir ¢ 7 t* oder sie
konvergiert gegen ein x; € R™ mit (t*,21) ¢ D; falls t, = inf I 5, > —o0 ist, so divergiert
die Losung x(t;tg, zg) fiir ¢ N\ ¢« oder sie konvergiert gegen ein x1 € R™ mit (t.,z1) € D.
Die Begriindung hierfiir ist die folgende: Wenn x(¢; to, xo) z.B. fir t 7 t* gegen z1 € R™ mit
(t*,z1) € D konvergieren wiirde, so konnte man die auf einem offenen Intervall (t*—a, t*+a)
definierte Losung z(t; b, x1) betrachten, die auf (t* — a,t*] mit x(¢; o, zp) iibereinstimmen
miisste und damit eine Fortsetzung von x(¢; g, o) iiber t* hinaus wére. Dies widerspricht
der Maximalitét von Iy .. Im Fall D = R x R™ gilt insbesondere ||z (t;to, zo)| — oo fiir
t A t* oder t \ ty, falls t* oder t, endlich sind.

Wir werden im Folgenden zumeist annehmen, dass die Annahmen von Satz 1.4 erfiillt sind,
auch ohne dies explizit zu erwdhnen. Lediglich auf Ausnahmen von dieser Regel werden
wir ausdriicklich hinweisen.

Eine einfache Konsequenz aus Satz 1.4 ist die sogenannte Kozykluseigenschaft der Losun-
gen, die fiir (tg,zp) € D und zwei Zeiten t1,t € R gegeben ist durch

x(t;to, xo) = x(t;t1,21) mit x1 = x(t1; to, o), (1.4)

vorausgesetzt natiirlich, dass alle in (1.4) auftetenden Ausdriicke zu den angegebenen Zei-
ten auch definiert sind. Zum Beweis rechnet man nach, dass linke Ausdruck in (1.4) das
Anfangswertproblem (1.1), (1.2) zur Anfangsbedingung (¢1,z1) 16st. Da der rechte dies
ebenfalls tut, miissen beide iibereinstimmen.

Eine weitere Konsequenz aus Satz 1.4 ist, dass sich Losungen nicht schneiden kénnen. Falls
fiir zwei Losungen z1(t) und z2(t) (zu beliebigen Anfangswerten und Anfangszeiten) eine
Zeit t; mit x1(t1) = x2(t1) existiert, so miissen diese Losungen bereits iibereinstimmen, da
sie beide Losungen zur Anfangsbedingung (¢1,x1(t1)) sind. (Fiir autonome DGL gilt sogar
noch mehr, vgl. das Ende dieses Abschnittes).

Einige gewohliche Differentialgleichungen koénnen explizit analytisch gelost werden, fiir die-
sen Zweck gibt es eine Reihe von Methoden, mit denen die Losungen berechnet werden
konnen. Im Allgemeinen stehen explizite Losungen nicht zur Verfiigung, so dass allein die
numerische Losung Aufschluss iiber die Losungen erlaubt. Auch in diesem Fall verlisst
man sich aber nicht allein auf die Numerik, sondern versucht, gewisse qualitative Eigen-
schaften der Losungen mit analytischen Methoden zu beweisen. Wir werden im Rahmen
dieser Vorlesung Beispiele fiir diese Vorgehensweise kennen lernen.
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1.2.3 Grafische Darstellung der Losungen

Zur grafischen Darstellung von Losungen verwenden wir zwei verschiedene Methoden, die
wir hier an der zweidimensionalen DGL

= (1))

mit x(t) = (21(t), z2(t))T und Anfangsbedingung (0) = (1,1)7 illustrieren wollen. Da jede
Losung einer Differentialgleichung eine Funktion von R nach R™ darstellt, kann man die
Graphen der einzelnen Komponenten z;(t) der Losung in Abhéngigkeit von t darstellen.
Fiir die obige DGL ist dies in Abbildung 1.1 dargestellt. Die durchgezogene Linie zeigt
x1(t) wihrend die gestrichelte Linie xo(t) darstellt.

Abbildung 1.1: Darstellung von x(¢) mittels Graphen (z1(¢) durchgezogen, xo(t) gestrichelt)

Eine alternative Darstellung, die speziell fiir zwei— und dreidimensionale Differentialglei-
chungen geeignet ist, ergibt sich, wenn man statt der Funktionsgraphen der Komponenten
x; die Kurve {z(t)|t € [0,T]} C R™ darstellt. Hier geht in der Grafik die Information
iiber die Zeit (sowohl iiber die Anfangszeit ¢y als auch iiber die laufende Zeit t) verloren.
Letzteres kann zumindest teilweise durch das Anbringen von Pfeilen, die die Zeitrichtung
symbolisieren, ausgeglichen werden. Ein Beispiel fiir diese Darstellung zeigt Abbildung 1.2.

Am Computer kann man die Darstellung als Kurve mit einer Animation verbinden, so dass
man die Information iiber den zeitlichen Ablauf der Losung iiber die Animation wieder
zuriick erhélt. Ein MATLAB M-File, das sowohl die Abbildungen 1.1 und 1.2 sowie eine
animierte Version von Abbildung 1.2 erstellt, findet sich auf der Vorlesungs-Homepage'
unter dem Namen “darstellung.m”.

Fiir autonome Differentialgleichungen ist der Verlust der Anfangszeit in der Grafik nicht
weiter schlimm, da die Lésungen nicht wirklich von der Anfangszeit abhéngen: man rechnet
leicht nach, dass hier fiir zwei verschiedene Anfangszeiten tg # t; die Beziehung

l‘(t;to,xg) :x(t—t()—l—tl;tl,.%‘o) (1.5)

"http://www.uni-bayreuth.de/departments/math/~lgruene/modellierung05/
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Abbildung 1.2: Darstellung von z(t) als Kurve

gilt. Die Losung verschiebt sich also auf der t—Achse, verdndert sich aber ansonsten nicht.
Insbesondere ist die in Abbildung 1.2 dargestellte Kurve fiir autonome DGL fiir alle An-
fangszeiten gleich. Daraus folgt fiir autonome DGL, dass sich auch in der Kurvendarstellung
zwei Losungen nicht schneiden kénnen, es sei denn, sie stimmen bereits vollstandig iiberein.

1.3 Literaturhinweise

Ausfiihrliche Einfiihrungen in die Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen geben
z.B. die Lehrbiicher

B. Aulbach, Gewdhnliche Differenzialgleichungen, Springer-Verlag, 2. Auflage, 2004

L. Griine und O. Junge, Gewdhnliche Differentialgleichungen. Fine Einfiihrung aus der
Perspektive der dynamischen Systeme, Springer-Verlag, 2. Auflage, 2016



Kapitel 2
Biologie

Mathematische Modelle werden in vielen verschiedenen Bereichen der Biologie verwendet.
Klassische Anwendungen sind z.B. die Untersuchung von Wachstumsprozessen und bio-
chemischen Reaktionen oder die Ausbreitung von Epidemien, neuere Anwendungen finden
sich z.B. in vielen Teilgebieten der Gentechnik oder in der Immunologie. Wir werden hier
bei den klassischen Bereichen bleiben und uns (ausfiihrlich) mit der Populationsdynamik
und (kiirzer) mit Epidemien beschiftigen.

2.1 Populationsdynamik fiir eine Art

Populationsdynamik bezeichnet die Analyse des Wachstums einer oder mehrerer Arten
oder Spezies in einem (meist sehr einfach modellierten) Okosystem. In diesem Abschnitt
wollen wir mit Modellen fiir eine Art beginnen.

2.1.1 Differenzen— und Differentialgleichungen

In der mathematischen Modellierung von Wachstumsprozessen stellt sich zunéchst die Fra-
ge, ob gewohnliche Differentialgleichungen iiberhaupt das richtige mathematische Model-
lierungswerkzeug sind. Tatséichlich “lebt” eine Differentialgleichung immer auf kontinuier-
lichen Rdumen, wihrend die in der Populationsdynamik auftretenden Groflen zunéchst
einmal diskreter Natur sind: Die Grofie einer Population wird {iblicherweise in der Anzahl
der Individuen gemessen, die selbstverstéindlich eine natiirliche Zahl ist. Dieses Problem
wird in praktisch allen Modellen dadurch gelost, dass man die Grofle der Population nicht
anhand der diskreten Anzahl der Individuen sondern anhand ihrer Biomasse x misst, und
genau so wollen wir es hier halten. Die Biomasse = ist eine (nichtnegative) reelle Zahl,
deren zeitliche Entwicklung man durch eine Differentialgleichung modellieren kann.

Das nichste Problem ist die richtige Wahl der Zeitachse. Biologische Messungen (z.B.
zum Bestand einer Population) werden niemals kontinuierlich fiir ¢ € [to, ;] durchgefiihrt,
sondern zu diskreten Zeiten t; < to < t3 < .... Der Zuwachs oder die Abnahme einer
Population wird dementsprechend oft beziiglich diskreter Zeitpunkte ausgedriickt. Ein all-
gemeines diskretes Modell einer Populationsdynamik fiir « in einem festgelegten Gebiet ist

7
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gegeben durch

l’(ti+1) = :L‘(tz) + AG(tz) — AS(t@) + AM(tz) (2.1)

Hierbei bezeichnet
AG(t;): Anzahl der Geburten im Intervall [t;, ;1] (>0)
AS(t;): Anzahl der Sterbefille im Intervall [¢;,¢;41] (>0)

ADM(t;): Migration (Zu— und Abwanderung) im Intervall [t;, ;1] (>0 oder <0)

Gleichungen von Typ (2.1) nennt man Differenzengleichungen und tatséichlich kann man
mit solchen zeitdiskreten Modellen arbeiten und es gibt viele (auch aktuelle) Forschungs-
arbeiten, die sich mit der Theorie von Differenzengleichungen beschéftigen.

Wir werden hier nicht mit Differenzengleichungen arbeiten, sondern statt dessen ein Dif-
ferentialgleichungsmodell herleiten. Der Grund dafiir, Differentialgleichungen vorzuziehen,
liegt im Wesentlichen darin, dass es fiir Differentialgleichungen viele mathematische Analy-
semethoden gibt, die fiir Differenzengleichungen entweder komplizierter sind oder gar nicht
zur Verfiigung stehen, zum Teil aus prinzipiellen mathematischen Griinden (da Losungen
von Differenzengleichungen i.A. ein sehr viel komplexeres Verhalten aufweisen als Lésungen
von Differentialgleichungen) oder einfach, weil noch niemand versucht hat sie herzuleiten
und zu beweisen. Als Modellierungwerkzeug sind Differenzengleichungen den Differential-
gleichungen sicherlich ebenbiirtig.

Wie kommt man nun von (2.1) zu einer Differentialgleichungsformulierung? Nehmen wir
an, dass die Zeitpunkte t; dquidistant verteilt sind, dass also t;+1 — t; =: At fiir ein von ¢
unabhéingiges At gilt. Dann kann man (2.1) fiir ¢ = ¢; umformulieren als

s(t+At) —a(t)  AGE) ASE)  AM()
At = TAr AL A

Beachte, dass AG, AS und AM von At abhéngen, auch wenn dies in der Notation nicht
explizit klar wird. Fiir At — 0 erhélt man so

d
20 = g(t) = s(t) + m(?).
Man konnte versuchen, die Funktionen g, s und m mittels

. AG() . AS(@) L AM(®)
g(t) = Jim =, s(t) = lim =5~ und M(t) = lim —

aus AG, AS und AM zu bestimmen, was sinnvoll wire, wenn wir AG, AS und AM
definiert hétten. Diesen Umweg wollen wir nicht gehen, statt dessen werden wir g und s
direkt aus geeigneten Modellannahmen ableiten. Migration werden wir in unseren Modellen
nicht betrachten, weswegen m immer gleich 0 sein wird.
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2.1.2 Einfache Modelle

Die Herleitung eines Modells geschieht typischerweise in zwei Schritten: Im ersten Schritt
werden geeigete strukturelle Annahmen an die rechte Seite der Differentialgleichung ge-
macht, was mathematisch bedeutet, dass wir eine gewisse Form des Vektorfeldes f festle-
gen, die aus bekannten GesetzmifBigkeiten oder aus heuristischen Uberlegnungen folgt. In
dieser Form finden sich dann eine Reihe von freien Parametern, die im zweiten Schritt —
der Parameterschitzung — bestimmt werden, um die Ergebnisse des Modells in Uberein-
stimmung mit realen Daten zu bringen. Wir werden uns in dieser Vorlesung vorwiegend
mit dem ersten Schritt befassen, fiir unser einfachstes Modell wollen wir aber auch den
zweiten Schritt durchfithren, um damit ein numerisches Verfahren zu illustrieren, mit dem
man dies durchfithren kann.

Das einfachste Modell der Populationsdynamik fiir eine Art macht die folgenden Annah-
men:

(i) g(¢) ist linear proportional zum aktuellen Bestand der Population:
g(t) = yx(t) fir ein v € R

(ii) s(t) ist linear proportional zum aktuellen Bestand der Population:

s(t) = ox(t) fiir ein 0 € R

(iii) Migration findet nicht statt: m(¢) =0

Dies fiihrt auf die Differentialgleichung
z(t) = \x(t) (2.2)

wobei v Geburtenrate, o Sterberate und A mit A = v—o € R Wachstumsrate genannt wird.
Man rechnet leicht nach, dass die Losungen von (2.2) mit Anfangsbedingung z(ty) = o
durch

x(t; z0) = moe 710
gegeben sind. Beachte, dass z(t) hier — wie in allen Wachstumsmodellen — die Groéfe
einer Population beschreibt, so dass in diesen Modellen nur > 0 und damit insbesondere
xo > 0 sinnvoll ist. Wir schreiben hier R* = {z € R|z > 0} und Ry = R* U {0}.

Auch wenn dies ein sehr einfaches Modell ist, so beschreibt es doch manche realen Wachs-
tumsphénomene relativ gut. Abbildung 2.1(links) zeigt z.B. die Gréfie der Weltbevolkerung
zwischen 1950 und 2005 (in Milliarden Menschen) mit einer Losung von (2.2). Die Werte xg
und A wurden hier iiber ein nichtlineares Ausgleichsproblem geschéitzt (die dafiir verwen-
dete numerische Methode ist in Abschnitt 5.6 meines Skripts zur Vorlesung “Einfithrung
in die Numerische Mathematik”! beschrieben. Die Daten fiir die Weltbevolkerung wurden
der Webseite http://www.census.gov entnommen.

"http://num.math.uni-bayreuth.de/en/team/Gruene5FLars/lecture’5Fnotes/numl/num1%5F6 . pdf
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Abbildung 2.1: Losung der exponentiellen Wachstumsgleichung (2.2) angepasst an die Da-
ten der Weltbevolkerung von 1950 bis 2005, rechts mit erwarteten Daten der Weltbevolke-
rung bis 2050

Das derzeitige Weltbevolkerungswachstum wird also durch (2.2) offenbar ganz gut getrof-
fen. Fiigt man allerdings eine ebenfalls von der obigen Webseite vertffentlichte Vorhersa-
ge der zukiinftigen Entwicklung hinzu, stellt man fest, dass das exponentielle Wachstum
die erwartete zukiinftige Bevolkerungsentwicklung deutlich iiberschéitzt, siehe Abbildung
2.1(rechts).

Der Grund dafiir ist aus der Struktur der Losungen sofort ersichtlich: Aus A > 0 folgt
eM — oo fiir t — oo, fiir o > 0 wichst die modellierte Population also iiber alle Grenzen;
die Wahl A < 0 (d.h., die Sterberate ist grofer als die Geburtenrate) schafft hier keine
brauchbare Abhilfe: in diesem Fall folgt e’ — 0 fiir t — oo, was das reale Verhalten
sicherlich auch nicht korrekt widerspiegelt — zumindest derzeit nicht.

Um sich verlangsamendes Wachstum modellieren zu koénnen, werden wir (2.2) um eine
“Wachstumsgrenze” erweitern, die wir hier durch eine obere Schranke K > 0 fiir die Grofle
der Population modellieren; K steht fiir die Kapazitdt des Lebensraums. Diese ergibt sich
aus den zur Verfiigung stehenden Ressourcen, wie z.B. Nahrung, Trinkwasser etc. Wir
fiigen dazu einen Faktor w(z) mit den folgenden Eigenschaften in die Gleichung (2.2) ein.

(i) Falls z < K ist, soll w(x) > 0 sein, da noch “Platz” fiir Wachstum vorhanden ist.
(ii) Falls z > K ist, soll w(z) < 0 sein, um “negatives Wachstum” zu erzwingen.

Die einfachste Funktion, die dieses leistet, ist die lineare Funktion w(z) = K — z. Wir
erhalten damit die Gleichung

z(t) = MK — z(t))z(t), (2.3)
die als logistisches Wachstum bezeichnet wird. Der Ausdruck A(K — z) ist hier die — nun
z-abhingige — Wachstumsrate.

Auch fiir diese DGL ist die explizite Losung bekannt, sie ist gegeben durch
K
14 (% _ 1) efAK(tfto).

x(t;to, xo) =
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Wenn wir die Parameter dieses Modells an die realen Daten anpassen — mit der gleichen
numerischen Methode wie oben — so erhélt man Abbildung 2.2(links).
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Abbildung 2.2: Loésung der logistischen Wachstumsgleichung (2.2) angepasst an die Daten
der Weltbevolkerung von 1950 bis 2005, rechts mit erwarteten Daten der Weltbevilkerung
bis 2050

Die so erhaltene Kurve passt deutlich besser zu den vorhergesagten Daten, wie Abbil-
dung 2.2(rechts) zeigt. Der Grund ist, dass dieses Modell — wie wir gleich noch genauer
analysieren werden — eine Verlangsamung des Wachstums zulésst, das die exponentielle
Wachstumsformel nicht erlaubt.

Man kann das Verhalten der Lésung nun mit Hilfe der oben angegebenen expliziten Formel
untersuchen. Wir wollen hier aber — zur Einiibung — einen anderen Weg gehen und
die dadurch erhaltenen Resultate an der expliziten Losung iiberpriifen. Hierzu definieren
und betrachten wir zunéchst einige wichtige Begriffe fiir Differentialgleichungen, und zwar
allgemein im R".

Definition 2.1 Ein Punkt z* € R" heifit Gleichgewicht (auch Ruhelage, Fizpunkt oder
Equilibrium) fiir eine DGL (1.1), falls z(¢;tg, 2*) = «* ist fiir alle ¢, o € R. O

Man sieht leicht, dass ein Punkt z* genau dann ein Gleichgewicht ist, wenn f(¢,2*) = 0
ist fiir alle t € R. Fiir unser Modell (2.3) sind die Nullstellen von f(z) = A(K — x)x leicht
zu bestimmen, es ergeben sich die Gleichgewichte * = 0 und z** = K.

Gleichgewichte sind vor allem deswegen interessant, weil sie Aufschluss {iber das Langzeit-
verhalten der Losungen geben kénnen. Im Modell (2.3) sieht man, dass die Losungen z(t)
zwischen den Gleichgewichten streng monoton wachsen, falls z(t) € (0, K) liegt (da die
Ableitung #(t) dann positiv ist), wihrend sie fiir z(t) > K streng monoton fallen. Da die
Losungen in positiver Zeit durch die Gleichgewichtslosung x(t) = x** = K beschrénkt sind
(wegen des Eindeutigkeitssatzes konnen sie diese nicht schneiden), sind sie also monoton
und beschrénkt, und damit konvegent.

Mit Hilfe des folgenden Satzes (der ein Spezialfall des sogenannten Barbalat-Lemmas ist)
konnen wir mogliche Grenzwerte genau charakterisieren.

Satz 2.2 Betrachte eine DGL (1.1) mit autonomem f. Sei x(t; %o, xo) eine Losung, die fiir
t — oo oder t — —oo gegen einen Punkt x* € R™ konvergiert. Dann ist * ein Gleichge-
wicht.
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Beweis: Wir beweisen den Fall ¢ — oo, der Fall ¢ — —oo folgt analog. Betrachte dazu die
Losung x(t) = x(t;tg, xo). Da diese Losung gegen x* konvergiert, folgt aus der Stetigkeit
von f die Konvergenz f(z(t)) — f(x*). Sei nun fiir ein gegebenes £ > 0 die Zeit t* > 0 so
grofl gewahlt, dass die Ungleichungen

[2(t) =2 <& und |[f(z@?) - f(z")] <€
fiir alle ¢ > ¢* gelten. Dann folgt fiir alle ¢ > t* aus (1.3) die Unglelchung

o) =)l = | | ' fla(r))dr t "ty || [ ) = patyar
und daraus
=N = | [ raar
< e =) + | [ Fa(r) - fat)ar
< e -] / 1f(@(m) - f@)ldr < 26+ (¢ —t)e.

<|Ix(t)—w*||+||93*—w (t*)

Diese Ungleichung gilt fiir alle ¢ > t*, insbesondere also fiir ¢ = ¢t* + 1. Mit dieser Wahl
folgt

[ (@7)]| < 3e,
also, da € > 0 beliebig war, || f(z*)|| = 0 und damit f(z*) = 0. Folglich ist «* ein Gleichge-
wicht der DGL. 1

Satz 2.2 hat eine wichtige Konsequenz fiir die Analyse von Differentialgleichungen. Er
besagt ndmlich, dass wir mit den Gleichgewichten im autonomen Fall bereits alle moglichen
Grenzwerte von Losungstrajektorien kennen.

In unserem Modell (2.3) konnen wir auf Grund der Monotonie also schlieflen, dass alle
Losungen mit x(tp) > 0 fiir ¢ — oo gegen x** = K konvergieren. In Riickwértszeit folgt
ebenfalls auf Grund der Monotonie, dass alle Losungen mit x(t9) € [0, K) fir t — —oo
gegen 0 konvergieren, wihrend die Losungen mit x(t9) > K fir t — —oo gegen +oo
divergieren: wiirden sie konvergieren, miisste wegen der Monotonie und auf Grund von
Satz 2.2 ein weiteres Gleichgewicht *** > K existieren, was aber nicht der Fall ist.

Im eindimensionalen Fall kann man leicht mit der Monotonie argumentieren um Grenzwer-
te von Losungen zu ermitteln, fiir hoherdimensionale Systeme geht dies i.A. nicht mehr,
wir brauchen also andere Techniken. Grundlage dafiir ist die folgende Definition, die fiir
allgemeine DGL im R"™ mogliche Konvergenzsituationen in einer Umgebung eines Gleich-
gewichts beschreibt.

Definition 2.3 (i) Ein Gleichgewicht 2* einer DGL (1.1) heifit (lokal) exponentiell stabil,
falls eine Umgebung N von x* sowie Parameter o, A > 0 existieren, so dass fiir alle xg € N,
alle tp € R und alle ¢t > ¢y die Ungleichung

|z (t; to, o) — ™| < Je_)‘(t_tO)on — ¥
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gilt.

(ii) Ein Gleichgewicht z* einer DGL (1.1) heiflt exponentiell instabil, falls Parameter o, A >
0 und eine Umgebung N von z* existieren, so dass in jeder Umgebung Ny von * ein Punkt
xo € Ny existiert, fiir den fiir alle tg € R die Ungleichung

A(t—to * ||

|z (t; to, z0) — 2™ > o0 ||zg — &

gilt fiir alle t > ¢y fiir die z(¢;to, z9) € N gilt.

(iii) Ein Gleichgewicht x* einer DGL (1.1) heifit exponentiell antistabil, falls Parameter
o, A > 0 und eine Umgebung N von x* existieren, so dass fiir alle xg € N mit zg # ™ und
alle tg € R die Ungleichung

A(t—to

Il

|z (t; to, z) — 2™ > o0 ||zg — 2

gilt fiir alle t > ¢y fiir die z(¢;to, zg) € N gilt. o

Fiir t — oo konvergieren also im Fall (i) alle Losungen aus einer Umgebung des Gleich-
gewichtes gegen das Gleichgewicht z*. Im Fall (iii) laufen alle Losungen fiir wachsendes ¢
weg von z*, Konvergenz gegen x* ist nicht moglich. Im Fall (ii) gibt es beliebig nahe and
z* startende Losungen die von x* weg laufen, es ist aber nicht ausgeschlossen, dass ein
Anfangswert x¢ # x* existiert, fiir den x(¢; o, xo) gegen z* konvergiert. Wir werden spéter
Beispiele dafiir kennen lernen.

Beachte, dass (i)—(iii) keineswegs alle moglichen Szenarien beschreiben. So kénnte z.B. eine
Funktion 3(||zo —2*||, t) existieren, die langsamer als ce™*||zg—z*|| gegen Null konvergiert
und fiir die statt (i) die Ungleichung

[ (t; to, zo) — ™| < B([lwo — 27|, 2)

gilt.

Der Grund dafiir, in diesen Definitionen die (doch recht speziellen) exponentiellen Ab-
schitzungen zu verwenden, liegt darin, dass sich fiir diese Definitionen einfache nachpriifba-
re Kriterien beweisen lassen — zumindest falls die DGL autonom ist.

Satz 2.4 Sei z* ein Gleichgewicht einer DGL (1.1) mit autonomem Vektorfeld f : R” —
R™. Sei f in einer Umgebung von x* stetig differenzierbar und sei Df(x*) € R™™ die
Ableitung (also die Jacobi-Matrix) von f an der Stelle x*. Dann gilt:

(i) Das Gleichgewicht z* ist genau dann (lokal) exponentiell stabil, wenn alle Eigenwerte
Ai € C von Df(z*) negativem Realteil haben.

(ii) Das Gleichgewicht x* ist genau dann exponentiell instabil, wenn es einen Eigenwert
Ai € Cvon Df(z*) gibt, der positiven Realteil besitzt.

(i) Das Gleichgewicht x* ist genau dann exponentiell antistabil, wenn alle Eigenwerte
Ai € C von Df(z*) positivem Realteil haben.
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Ein Beweis fiir (i) findet sich z.B. als Korollar 7.6 in meinem Skript zur Vorlesung “Stabilitt
und Stabilisiernug linearer Systeme”?2. Beweise fiir (ii) und (iii) finden sich in Biichern iiber
gewohnliche Differentialgleichungen. Die Jacobi-Matrix D f(z*) wird oft Linearisierung von
(1.1) in x* genannt.

Wir wollen dieses Resultat an unserem Modell (2.3) illustrieren und testen, ob sie mit
den aus der Monotoniebetrachtungen erhaltenen Resultate iibereinstimmen. Wie bereits
erwahnt gilt hier

flx)=ANK —2)z

und die Gleichgewichte sind gegeben durch z* = 0 und ™ = K. Da die DGL eindimen-
sional ist, ist die Ableitung D f von f reellwertig. Nach Produktregel gilt

Df(x)=f'(z) = MK —x) =Xz = Df(z*) =K und Df(z™) = -)\K.

Die Eigenwerte dieser “1 x 1-Matrizen” sind natiirlich gerade K > 0 fiir £* = 0 und
—AK <0 fiir z** = K. Das Gleichgewicht x* ist also exponentiell antistabil, wihrend z**
exponentiell stabil ist. Dies stimmt mit den bisherigen Beobachtungen iiberein: z** = K
ist ein moglicher Grenzwert fiir t — oo, £* = 0 nicht.

Hat man ein lokal exponentiell stabiles Gleichgewicht gefunden (hier also x**), so besteht
der nichste Analyseschritt darin, zu ermitteln, fiir welche Anfangswerte die Losungen gegen
x** konvergieren. Dies ist die Frage nach dem FEinzugsbereich des Gleichgewichtes x**.
Allgemein ist der Einzugsbereich eines lokal exponentiell stabilen Gleichgewichtes x* fiir
eine autonome DGL gegeben als

D(x*) :=={xp € R"| lim z(t;29) = 2™}
t—o00
und fiir die Umgebung N aus Definition 2.3(i) gilt
D(z*) = {z0 € R" |x(t;20) € N fiir ein t > 0},

da alle Losungen, die nach N laufen wegen (1.4) gegen z* konvergieren miissen und umge-
kehrt alle Losungen, die gegen z* konvergieren, durch N laufen miissen.

Im R" ist die Ermittlung von D eine schwierige, oft unlésbare Aufgabe. Im eindimensionalen
Fall ist die Sache einfacher, da man mit der Monotonie der Losungen argumentieren kann,
wie wir oben bereits gesehen haben. Tatséchlich haben wir die Einzugsbereiche fiir (2.3)
bereits in der Diskussion nach Satz 2.2 schon fast vollstdndig bestimmt. Dort haben wir
gesehen, dass alle Losungen mit x(ty) > 0 gegen z** konvergieren, es gilt also D(z**) C
(x*,00) = (0, 00). Tatsdchlich gilt hier sogar Gleichheit, da die Losungen mit x(tp) < z* =0
sicherlich nicht gegen z**, da sie die Gleichgewichtslosung x(¢t) == 0 nicht verlassen bzw.
nicht schneiden kénnen.

Wir fassen unsere Analyse der Modells (2.3) noch einmal zusammen:

(1) Es gibt zwei Gleichgewichte, * = 0 und 2** = K, dabei ist 2* exponentiell antistabil
und z** exponentiell stabil.

(2) Genau die Losungen mit Anfangswert xo € (0, 00) konvergieren gegen x**.

’http://www.uni-bayreuth.de/departments/math/~lgruene/linstab0203/
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(3) Alle Losungen mit Anfangswert zo € [0,2**) konvergieren in Riickwirtszeit (also
fir t — —o0) gegen z*, alle Losungen mit Anfangswert zyp > z** divergieren in
Riickwartszeit gegen +oo.

(Anfangswerte xg < 0 ergeben im Modell keinen Sinn, weswegen wir sie nicht betrachten).

In Abbildung 2.3 sind die oben angegebenen expliziten Lésungen mit K = A = 1 fiir die
Anfangswerte o = 0,1/100,1 und 2 dargestellt. Es ergibt sich genau das beschriebene
Verhalten.

Abbildung 2.3: Losungen der logistischen Wachstumsgleichung (2.3)

Bemerkung 2.5 Das logistische Wachstum (2.3) ist nicht das einzige Modell fiir be-
schrinktes Wachstum. Zur Modellierung von Zellwachstum z.B. wird oft die DGL

K
t(t) = Ax(t) In | — 2.4
i) = da(o)tn (5 ) (2.0
verwendet, die als Gompertz—Wachstum bezeichnet wird und mit deren Losungen sich kli-
nische Ergebnisse gut nachvollziehen lassen. Hier sind die expliziten Lésungen unbekannt;
mit dhnlichen Methoden wie oben kann man aber nachweisen, dass das qualitative Losungs-

verhalten dem von (2.3) entspricht. o

2.1.3 Eine Anwendung des Modells

Mathematische Modelle werden oft zur Beschreibung und Erkldrung realer Situationen ein-
gesetzt. Sie dienen aber auch als Teilsysteme in der mathematischen Untersuchung kom-
plexerer Phanomene. Wir wollen dies Prinzip an einem Beispiel illustrieren.

Wir wollen ein Modell fiir den Fischfang aufstellen, bei dem z(t) eine Fischpopulation
beschreibt. Dazu ergénzen wir das Modell um eine Fangstrategie u(t), die die die Intensitét,
mit der der Bestand befischt wird und damit die Abnahme der Population durch den
Fischfang beschreibt. Als Modellannahme verwenden wir, dass sich das Fischwachstum
durch das logistische Wachstum (2.3) beschreiben lésst, falls keine Fische gefangen werden.

Die sich daraus ergebende DGL
z(t) = MK — z(t))x(t) — u(t). (2.5)
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wird Schéfers Modell genannt.

Beachte, dass dies nun eine nichtautonome DGL ist. Zudem ist es — je nach Wahl von
u(t) — moglich, dass die Lésungen mit positiven Anfangswert zy negativ werden, was aber
vom Modell her nicht sinnvoll ist, weswegen wir x(t) > 0 durch die Wahl von D = R x R*
als Definitionsbereich sicher stellen. Die Wahl von D ist also nicht mathematisch sondern
aus Modellgesichtspunkten motiviert.

Eine Fangstrategie auf einem Intervall [to,¢;] ist nun einfach eine stetige Funktion w :
[to,t1] — R{. Fiir einen Anfangswert zo > 0 nennen wir u zuldssig, falls die zugehérige
Losung x(t; to, xo, u) auf dem ganzen Intervall [to,¢;] existiert. Wir schreiben die Funktion
u hier als zusétzlichen Parameter in die Losung, um die Abhéngigkeit der Losungen von u
zu betonen.

Die Anzahl M der gefangenen Fische (natiirlich wieder als Biomasse ausgedriickt) ergibt
sich nun als Integral {iber u(t), also

t1
M = u(t)dt.
to
Ziel des Fischers konnte es nun sein, diese Grofle M zu maximieren. Dies wiirde jedoch
unausweichlich zur Ausrottung der Fische fithren: Wéren zum Zeitpunkt #; noch Fische
da, so konnte man wu(t) erhhen und wiirde trotzdem noch eine zuldssige Fangstrategie
erhalten. Dies wére zwar auf dem betrachteten Intervall optimal, nach der Zeit t; wére der
Fischer aber arbeitslos, weswegen dies auf lange Sicht keine gute Strategie ist. Selbst wenn
der Fischer sich nach der Zeit ¢; zur Ruhe setzen will, wére dies keine gute Losung, in jedem
Fall aus 6kologischer Sicht aber auch aus 6konomischer Sicht, da dies zur Vernichtung der
Besténde fithren wiirde.

Man muss also das Uberleben der Fische in die Optimierung einbeziehen. Dies fiihrt auf
ein Optimierungsproblem unter Nebenbedingungen:

t1
maximiere / u(t)dt
t

0

unter den Nebenbedingungen

(1) w ist zuldssig fiir den Anfangswert xg

(i) =(t1;to0,z0,u) > x; fiir einen vorgegebenen Wert x; > 0

Dies ist ein sogenanntes optimales Steuerungsproblem, fiir dessen Losung es eine Vielzahl
von analytischen und numerischen Techniken gibt. (Weiterfithrende Vorlesungen in diesem
Gebiet werden an der Uni Bayreuth regelméfiig angeboten.)

Hier kénnen wir dieses Problem nicht 16sen, statt dessen betrachten wir einen alternativen
Ansatz, den wir mit unseren Methoden behandeln kénnen. Wir wihlen die Fangstrategie
u(t) proportional zur Menge der vorhandenen Fische: u(t) = cx(t) fiir eine Fangrate ¢ > 0.
Dies vereinfacht nicht nur die Analyse, sondern liefert auch ein Modell fiir die Tatsache,
dass man bei gleichbleibender Befischung (z.B. durch Auslegen von Netzen) in der Regel
immer eine zu z(t) proportionale Menge von Fischen fangen wird. Die Fangrate ¢ ergibt
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sich dabei z.B. aus Anzahl und Gréfle der Netze und der Dauer des Auslegens. Mit dieser
Wahl von u ergibt sich (2.5) zu

i@%:AOY—E—x@Dx@}

Dadurch verschiebt sich das Gleichgewicht z** aus der obigen Analyse, genauer kann man

leicht die Gleichgewichte

C
*=0 und 2™ =K — <
xr un Xz )\

berechnen. Fiir die Ableitung gilt
Df(z*)=AK —c=Xz™ und Df(z™)=c— AK = —\z™.

Jetzt muss man drei Féille unterscheiden.

1. Fall: 2™ = K — ¥ > 0. In diesem Fall bleibt alles wie oben, x** ist lokal exponentiell
stabil und jede Losung mit Anfangswert xg > 0 konvergiert gegen x**.

2. Fall: 2 = K — § < 0. In diesem Fall wird z* = 0 lokal exponentiell stabil und es gilt
f(z) < 0O fiir alle z > 0. Alle Losungen fallen also monoton und konvergieren schliefflich
gegen z* = 0, flir t — oo werden die Fische also ausgerottet.

3. Fall: ™ = K — £ = 0. In diesem Fall vereinfacht sich die DGL zu @(t) = —A(z(t))?,
also ist jede Losung monoton fallend. Zudem gilt z* = z** = 0. Alle Losungen mit zy > 0
konvergieren gegen x* = 0: sie kénnen gegen keinen groflieren Wert konvergieren, da kein
groBeres Gleichgewicht existiert; andererseits konnen sie die konstante Losung x(t;2*) =0
aber auch nicht schneiden. Beachte, dass das Gleichgewicht z* = 0 weder lokal exponentiell
stabil noch exponentiell instabil ist. Wie in Fall 2 werden die Fische fiir t — oo ausgerottet.

Aus dieser Analyse kann man nun versuchen zu berechnen, wie ¢ > 0 gewéhlt werden
muss, damit der Ertrag maximiert wird. Auf beliebigen endlichen Intervallen ist das nicht
so einfach, da aber alle Losungen gegen eines der Gleichgewichte konvergieren, kénnen wir
zumindest approximativ den Ertrag fiir die Zeiten bestimmen, in denen die Losung bereits
nahe am Gleichgewicht liegt. Wir betrachten den Ertrag in einem Zeitintervall [¢1,¢; + 1]
der Lange 1, wobei wir annehmen, dass t; so grof ist, dass wir uns bereits in der Ndhe des
Gleichgewichtes befinden. Im Fall 1 erhalten wir so

t1+1 2

t1+1 c
M = cx(t)dt =~ / cx™dt = cx™ =cK — — >0
t1 t1 )\

und im Fall 2 und 3 ergibt sich analog
M =~ cx* = 0.

Offensichtlich ist Fall 1 vorzuziehen, da nur dort (auf lange Sicht) ein positiver Ertrag erzielt
wird. Zur Maximierung des Fangergebnisses muss man nun den Ausdruck M (c) = cK — %
in ¢ maximieren. Ableiten liefert die notwendige Bedingung

C*

M'(c) =K -2
() R

0 & " =\K/2,
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und da die zweite Ableitung M"(c) = —2/X\ < 0 ist, ist dies tatséichlich ein lokales Ma-
ximum, sogar ein globales, da es das einzige ist. Der maximale Ertrag ergibt sich also
zZu
@  AK? NK? K2\
() =ck=3 =7 "I 1

Welchen Wert haben solche Folgerungen aus einem Modell? Zunéichst einmal muss man
sich die moglichen Unzulédnglichkeiten des Basismodells vergegenwértigen; fiir das hier zu
Grunde liegende Modell (2.3) machen wir dies im folgenden Abschnitt. Wenn man nun
annimmt (oder experimentell belegen kann), dass das Modell Aussagekraft besitzt, so er-
lauben solche Rechnungen Einsicht in die Struktur des modellierten Phdnomens. Hier zum
Beispiel beobachtet man, dass man auf lange Sicht den maximalen Ertrag nicht erzielt,
indem man die Fangrate beliebig erhcht, denn oberhalb des Wertes ¢* wird der langfri-
stig erzielbare Ertrag wieder sinken. In unserem Fall erlaubt dies durchaus gerechtfertigte
qualitative Folgerungen fiir das modellierte Fischfangproblem. Eine zuverlissige quantita-
tive Berechnung der realen optimalen Fangrate diirfte auf Basis eines so einfachen Modells
allerdings nahezu unmoglich sein.

2.1.4 Abschlieflende Diskussion

Wir wollen das Modell (2.3) noch einmal abschlieflend diskutieren:

e Das Modell eignet sich gut zur Beschreibung von Wachstum unter idealen Bedingun-
gen; die Ergebnisse von Laborversuchen lassen sich damit gut reproduzieren

In der realen Anwendung gibt es allerdings eine Reihe von weiteren Einfliissen, die hier
nicht beriicksichtigt werden:

e Naturbedingungen sind in der Regel variabel, z.B. durch Jahreszeiten bedingt. Im
Modell ist alles konstant (realistischere Modelle verwenden hier zeitabhéngige bzw.
stochastische Parameter, wie wir sie im Kapitel iiber Finanzmathematik kennen ler-
nen werden).

e Die rdumliche Verteilung sowohl der Population als auch der Ressourcen wird nicht
modelliert (dies kénnte z.B. eine partielle Differentialgleichung leisten, mit der vom
Ort abhingige Populationsdichten modelliert werden kénnen).

e Die Geburts— und Sterberate hidngen unmittelbar von der Grofle der Population
ab. Faktoren wie z.B. die Altersverteilung werden nicht beriicksichtigt (hier kénnen

Delay-Differentialgleichungen Abhilfe schaffen, die wir spéter betrachten werden).

e Der Einfluss anderer Arten ist nicht im Modell enthalten.

Im néchsten Abschnitt werden wir uns mit Modellen beschéftigen, in denen der letzte
Punkt berticksichtigt wird.
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2.2 Populationsdynamik fiir mehrere Arten

In diesem Abschnitt werden wir die Modelle (2.2) und (2.3) auf den Fall mehrerer Arten
verallgemeinern. Wir werden dabei zunéchst auf den Fall von zwei Arten eingehen, wobei
die erste Art (Beute) die Nahrung der zweiten Art (Réuber) darstellt.

2.2.1 Das Rauber—Beute Modell mit unbeschriankten Ressourcen

Dieser Abschnitt behandelt die Erweiterung des sehr einfachen Modells 2.2 auf den Fall
von zwei Arten, und zwar Beutetiere (z.B. Ziegen) und Raubertiere (z.B. Wolfe).

Es bezeichne also z; die Grofie der Beutepopulation und xo die Grole der Réauberpopula-
tion. Wir machen die folgenden Modellannahmen:

(i) Die Beutepopulation x; verhélt sich gemif (2.2) mit A = v — o, wobei 7 konstant
ist und o = & 4 bzs. Fiir die Beutetiere gibt es also unbegrenzte Ressourcen und die
Sterberate o besteht aus einem konstanten Term & € (0,7) (natiirlicher Tod) und
einem zu xo proportionalen Term bzy (Tod durch Rauber). Fiir 2o = 0 wiichst die
Population exponentiell. Wir setzen a =~y — & > 0.

(ii) Die Rauberpopulation verhélt sich ebenfalls gemé$ (2.2) mit A = v — o. Hier ist die
Sterberate o konstant und v = 4+dz; fiir 4 € (0,0) und d > 0, d.h. die Geburtenrate
héngt affin linear von der Anzahl der zur Verfiigung stehenden Beute x; ab; fiir x1 = 0
stirbt die Rduberpopulation wegen o > 7 aus. Wir setzen c =0 — 4 > 0.

Zusammen erhalten wir so die zweidimensionale Differentialgleichung

iil(t) = aml(t) — b:L'l(t)l‘Q(t)

.C'Cg(t) = —ng(t)+dl‘1(t)x2(t) (2'6)

mit den Parametern a,b,c,d > 0. Dieses Modell wird als Lotka—Volterra Modell bezeich-
net. V. Volterra® hat dieses Modell im biologischen Kontext eingefiihrt (vgl. dazu Abschnitt
2.3.1), A.J. Lotka* hat das Modell unabhingig von Volterra zur Beschreibung einer hypo-
thetischen chemischen Reaktion entwickelt.

Um die Analyse von (2.6) zu vereinfachen wollen wir die Zahl der Parameter zu reduzieren.
Dazu fithrt man die Koordinatentransformation x; — %:171 und 29 — 21132 durch. Dies fiithrt
auf die neuen Gleichungen

z1(t) = azr1(t) —az1(t)ze(t) =  ax1(t)(1 — z2())

bo(t) = —caa(t) +exi(aalt) = —caa(t)(1—a1(1)) (2.7)

Beachte, dass die Losungen Z(t;to, Zo) von (2.6) und x(¢;to, o) von (2.7) mittels

x(t;to, xo) = Ai(t;to,Ailwo) und Z(t;to, To) = Ailx(t; tg, AZg) fiir A= < 6

U
Qo O
N——

3italienischer Physiker und Mathematiker, 1860-1940
4US-amerikanischer Chemiker und Mathematiker, 1880-1949
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zusammenhéngen; alle Losungen von (2.6) lassen sich also aus (2.7) berechnen und umge-
kehrt. Man nennt die zwei Gleichungen auch dquivalent.

Wir bestimmen zunéchst die Gleichgewichte von (2.7), also die Nullstellen des Vektorfeldes

for= (=),

Hier sieht man leicht, dass die Punkte

= (3) o= (})

die einzigen Gleichgewichtspunkte sind. Zur Bestimmung der Stabilitéit dieser Gleichge-
wichte berechnen wir

Df@*):(““C;;Z) i ) :<g _00> und Df(f):(g _Oa)

Als Eigenwerte dieser Matrizen ergeben sich @ und —c in * sowie +1/—ca in ™. Aus Satz
2.4 folgt damit exponentielle Instabilitédt (aber nicht Antistabilitdt) von z*. Dies ist gut
zu erkliren: Fiir Anfangswerte der Form zg = (x1,0)7 (also keine Riuber) mit z1 # 0
wéchst der Betrag der Losung exponentiell, sie 1lduft also exponentiell von z* = 0 weg. Die
Menge aller Punkte, die exponentiell weglaufen, heifit instabile Mannigfaltigkeit M;(x*)
von x*, hier ist das einfach der Unterraum M;(z*) = ((1,0)T).) Umgekehrt konvergieren
alle Losungen zu Anfangswerten der Form xg = (0,22)7 (also keine Beute) mit x5 € R
exponentiell gegen z* = 0, dies ist die sogenannte stabile Mannigfaltigkeit Mg(z*), hier
wiederum ein Unterraum, namlich M(z*) = ((0,1)7).

Auf z trifft keiner der Félle in Satz 2.4 zu, da hier beide Eigenwerte wegen ca > 0 offenbar
die Realteile 0 besitzen. Wir wissen also, dass Losungen weder exponentiell konvergieren
noch weglaufen kénnen. Was aber passiert statt dessen? Um sich einen Uberblick iiber das
Verhalten dieses Systems zu verschaffen, empfiehlt sich hier die numerische Lésung und
Darstellung in Kurvenform, die in Abbildung 2.4 mit a = ¢ = 1 zu sehen ist.

3l
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Abbildung 2.4: Losungen der Rauber-Beute Modells (2.7) mit a =c =1

Man erkennt in dieser Grafik gut, warum die Ruhelage 2+ = (1,1)7 weder exponentiell
stabil noch exponentiell instabil ist: Alle Losungen, die nicht auf Mg(z*) oder M;(z*) liegen,
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laufen auf periodischen Bahnen um dieses #* herum, weder konvergieren sie noch laufen
sie weg. Formal nennt man eine Losung x(t; tg, xo) periodisch, falls ein T' > 0 existiert, so
dass

x(t;to, xo) = x(t + T'; to, x0)

gilt fiir alle t € R. Die Zeit T" > 0 heifit die Periode der Losung. (Wir verlangen hier i.A.
nicht, dass 7' die minimale Periode ist.) Beachte, dass eine Losung z(t) einer autonomen
Gleichung genau dann periodisch ist, wenn es zwei Zeiten t; < to € R gibt, so dass z(t1) =
x(t2) =: xp gilt. Aus dieser Gleichheit folgt namlich sowohl z(t) = z(¢;¢1,2p) als auch
x(t) = x(t; ta, xp). Aus (1.5) folgt damit x(t+ta—t1) = x(t) fiir alle t € R, also Periodizitét
fir T = t2 — tl.

Wir wollen diese numerische Erkenntnis nun mathematisch rigoros beweisen. Dazu betrach-
ten wir den Quotienten

a(t) _ —caa(t)(1 — z1(t))
i (t)  axi(t)(1— xo(t))

Aus dieser Gleichung folgt
axy(t)Eo(t) — azy(t)zo(t)d2(t) = —cxo(t)x1(t) 4+ cxa(t)x1(t)21(t)

und damit

1(t) Za(t)

xl(t) i) (t)

Beachte, dass alle diese Gleichungen nur gelten, wenn alle Nenner ungleich Null sind, also
nur fiir Losungen z(t) = (x1(¢),z2(t)), die sich in RT x R™ befinden und keine Gleichge-
wichte sind.

cti(t) —c +aia(t) —a

Integrieren wir diese Gleichung nun von 0 bis ¢, so erhalten wir
cx1(t) — clnxy(t) + axa(t) — alnze(t) = k(z(0))

mit k(z(0)) = cz1(0) — ¢Inz1(0) + az2(0) — alnz2(0). Die auf Dy = RT x RT definierte
Funktion

V(z) =cxry —clnzy + axg —alnzy (2.8)

ist also konstant entlang von Losungen; es gilt
V(z(t;z0)) = V(xp) fir alle t >0

bzw.

%V(w(t; 20)) = 0.

V heifit erstes Integral oder auch Konstante der Bewegung fiir (2.7). Die Losungen von (2.7)
mit Anfangswert g € Dy laufen also entlang der Hohenlinien V~=1(1) := {z € Dy |V (z) =
[} von V, die in Abbildung 2.5 gemeinsam mit dem Graphen von V' skizziert sind. Man
sagt, die Hohenlinien V~1(I) sind invariante Mengen beziiglich (2.7). Beachte, dass V ein
globales Minimum in z* mit V(z) = ¢ + a besitzt.
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Abbildung 2.5: Graph und Hohenlinien von V aus (2.8) mita =c =1

Dass die Losungen tatsichlich periodisch sind, folgt aus der Analyse des Vektorfeldes auf
den Hohenlinien. Wir betrachten eine Hohenlinie V=1(1) fiir ein [ > V(zT) und teilen
V=) in die vier Segmente

S = {er’l(l)]xl §x2§2—x1}
SQ = {xGV_l(l)]acQSSQSQ—xQ}
53 = {ZL’GV_l(l)’xl 236222—361}
54 = {xev_l(l)’33‘221‘122—1'2}
ein, vgl. Abbildung 2.6.

2 S4

1 Sl S3

05 Sz

Abbildung 2.6: Segmente S, Sa, S3 und Sy

Aus der Form der Hohenlinien folgt jetzt, dass ein o > 0 existiert, so dass |z; — 1| > « gilt
fiir alle z € S; und = € S3 und |z2 — 1| > « gilt fiir alle x € Sp und alle z € Sy. Desweiteren
existiert ein 4 > 0 mit z; > 8 und 2o > S fiir alle 2 € V~!(I). Aus der Gleichung 2.7
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folgert man damit die Ungleichungen

xa(t) < —cBa, falls z(t) € 51
z1(t) >  afa, falls z(t) € So
x9(t) >  cBa, falls xz(t) € S3
z1(t) < —afa, falls z(t) € Sy

In jedem Sektor ist also eine der beiden Komponenten z(t) oder x2(t) streng monoton
wachsend oder fallend mit von 0 (gleichméflig in ¢) verschiedener Steigung. Deswegen muss
jeder Sektor nach einer endlichen Zeit verlassen werden, und zwar in der Reihenfolge 57 —
Sy — S3 — 5S4 — S7. Die Losung ist also tatséchlich periodisch.

Um die Aussagen des Modells fiir die modellierten Populationsgréfien zu interpretieren, ist
es sinnvoll, eine beispielhafte Losung in Abhéngigkeit von ¢ darzustellen. In Abbildung 2.7
ist dies gemacht.

Abbildung 2.7: Losung von (2.7) mit 29 = (1,2)T unda =c =1

Beide Populationen schwanken also periodisch. Wenn (wie am Anfang) viele Rduber und
wenig Beute vorhanden sind, nehmen beide Populationen ab. Wenn die Zahl der Rauber
unter einer gewissen Schwelle liegt, nimmt die Beutepopulation wieder zu. Wenn geniigend
Beute vorhanden ist, beginnt auch die Rduberpopulation wieder zuzunehmen und wenn
diese eine kritische Marke iiberschritten hat, nimmt die Zahl der Beute wieder ab, usw.
Ein solches Verhalten ist in der Natur durchaus zu beobachten.

2.2.2 Das Riuber—Beute Modell mit beschrinkten Ressourcen

Im Modell (2.6) hat die (unrealistische) Eigenschaft, dass sich die Beutepopulation in Ab-
wesenheit der Rauber geméf (2.2) verhélt, also unbeschrinkt wéchst. Wir wollen dies durch
das realistischere Modell (2.3) ersetzen, das wir hier mit 4 = AK und e = X als

(1) = pa (t) — e ()? (2.9)

schreiben. Wir dndern damit die Modellannahme (i) wie folgt ab.

(i) Die Beutepopulation xo verhilt sich geméf (2.9) mit p = v — o und e > 0, wobei
e und ~ konstant sind und ¢ = & + bxy. Fiir die Beutetiere gibt es also begrenzte
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Ressourcen und die Sterberate o besteht aus einem konstanten Term & € (0,7)
(natiirlicher Tod) und einem zu zg proportionalen Term bxy (Tod durch Réuber).
Fiir 29 = 0 konvergiert die Populationsgréie gegen K = a/e mit a =y — & > 0.

Damit erhalten wir die Gleichung

1(t) = awy(t) — bzi(t)z2(t) — exy(t)? (2.10)
i?g(t) = *Cl‘g(t) + dxy (t)xg(t) '
Analog zu (2.6) konnen wir diese Gleichung durch eine lineare Koordinatentransformation

vereinfachen. Hier transformieren wir 1 — %a:l, To — dabiiecxg und erhalten so

a(t) = am(®)(l—a(t) + Bra()(1 - 1(1))

io(t) = —caa(t)(1 —z1(t)) (2.11)

mit & = a — ec/d und 3 = ec/d. Hier muss man aufpassen, dass bei dieser Transformation
positive x1,xs wieder auf positive x1,x2 abgebildet werden. Da a,b,c,d,e > 0 sind, ist
dies genau dann der Fall, wenn dabfle - > 0 ist, also wenn ad > ec gilt. Wir wollen uns
auf diesen Fall einschrinken, nicht nur aus formalen Griinden, sondern auch aus Modellie-
rungsgriinden: Fiir ad < ec kann man zeigen, dass die Rduberpopulation fiir ¢ — oo fiir alle
Anfangswerte ausstirbt, wir wollen hier aber den Fall der langfristigen Koexistenz beider
Arten betrachten, fiir den ad > ec eine notwendige Bedingung ist.

Als Gleichgewichte erhilt man hier z* = (0,0)T, 2** = ((a + 8)/8,0)T und 2+ = (1,1)7T.
Nur 27" liegt in RT x RT, weswegen wir dieses Gleichgewicht genauer untersuchen wollen.

Die Linearisierung ergibt sich zu

Df(x) = ( a(l =) + B(1—221)  —am >

cro —c(1—z1)
also
H_ (B —«a
Die Eigenwerte dieser Matrix sind
_ B B2
)\1/2 = 5 Z acC

Falls die Wurzel komplex ist, sind die Realteile —3/2 negativ, falls die Wurzel reell ist, sind
auch Ay /o reell und es gilt

also erhalten wir in beiden Fillen negative Realteile, weswegen x lokal exponentiell stabil
ist. Wir wissen also insbesondere, dass es eine Umgebung von 2™ gibt, so dass alle Lésungen
in dieser Umgebung gegen x* konvergieren. Was ist aber nun der Einzugsbereich D(z")?

Dieser ldsst sich hier analytisch ermitteln: Betrachte dazu das erste Integral (2.8)

V(z) =cx; —clnz) + axrs — alnz,.
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Im Gegensatz zu (2.7) ist diese Funktion fiir (2.11) nicht mehr konstant entlang von Losun-
gen, statt dessen gilt fiir jede Losung x(¢) in Dy die Gleichung

! N0 20

= (cawl(t)(l — x2(t)) + cBxi(t)(1 — xl(t))) <1 - :cll(t)>
— acxa(t)(1 —z1(t)) <1 - )

.CCQ(t)
= Bl —a1()(21(t) = 1) = —cBar(t) —1)°

Die Funktion V' (z(t)) fillt also monoton in ¢, fiir z1(¢) # 1 sogar streng monoton. Beachte,
dass V(z) in x = 2™ ein globales Minimum besitzt; weitere lokale Minima existieren nicht.
Eine solche Funktion wird in der Stabilititstheorie auch Lyapunovfunktion® genannt. Hier
haben wir den Sonderfall einer semidefiniten Lyapunovfunktion, da die Ableitung entlang
der Losungen nicht strikt kleiner als Null ist (wie meist fiir eine Lyapunovfunktion verlangt)
sondern nur < 0.

+ Oé(i’g (t) —

Wir beweisen nun x(t) — z* fiir ¢ — oo. Da V(z(t)) monoton fillt und nach unten
beschriinkt ist, konvergiert V(x(t)) gegen einen Wert V... Ahnlich wie im Beweis von Satz
2.2 sieht man nun, dass %V(aj(t)) — 0 fiir t — oo gilt, also muss z1(t) — 1 fiir t — oo
gelten. Dies ist aber nur dann moglich, falls z9(t) — 1 konvergiert: Wire |xo(t) — 1] > d so
wiirde aus (2.11) fiir z1(¢) in einer Umgebung der 1 entweder i1 (t) > ¢ oder #1(t) < —e
folgen, was der Konvergenz x; — 1 widersprechen wiirde. Also gilt zo(t) — 1 und damit
x(t) — x*. Alle Losungen mit Anfangswerten in Dy konvergieren also gegen z ™, weswegen
D(z") = RT x RT ist. Die numerischen Ergebnisse in Abbildung 2.8 bestétigen dieses
Ergebnis.

Die Argumentation, die wir hier verwendet haben, ist als Lasalles Invarianzprinzip bekannt
und lasst sich auch allgemein als Satz formulieren, was wir hier aber nicht vertiefen wollen.
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Abbildung 2.8: Losungen des Rauber-Beute Modells (2.11) mit a =c=1, § =0.5

Zur Interpretation des Modells ist wieder die Darstellung einer Losung in Abhéngigkeit
von t niitzlich, wie sie in Abbildung 2.9 gegeben ist.

5 A.M. Lyapunov, russischer Mathematiker, 1857-1918
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Abbildung 2.9: Losung von (2.11) mit 29 = (1,2)T unda=c=1, 3 =0.5

Die Losung zeigt zwar ein dhnliches Schwankungsverhalten wie in Abbildung 2.7, konver-
giert aber mit wachsendem ¢ gegen ein Gleichgewicht, Solche Gleichgewicht verschiedener
gemeinsam existierender Arten sind in realen Okosystemen oft zu beobachten, ebenso wie
die charakteristischen Schwankungen, die auftreten, wenn das System durch duflere Ein-
fliissse “aus dem Gleichgewicht” gebracht wurde.

Auf eine abschlielende Diskussion dieses Modells kénnen wir hier verzichten, da hier exakt
die gleichen Unzulédnglichkeiten wie in der Diskussion im Abschnitt 2.1.4 bestehen, mit
Ausnahme des letzten Punktes natiirlich.

2.2.3 Verallgemeinerung auf n Arten

Wir wollen in diesem Abschnitt abschlieflend auf die Verallgemeinerung des Modells (2.10)
auf n verschiedene Arten x1,...,x, eingehen. Wenn wir fiir alle Arten die gleichen Modell-
annahmen treffen, ndmlich, dass die Dynamik durch (2.9) gegeben ist, wobei die jeweilige
Wachstumsrate g affin linear von allen anderen Arten abhéngt, so erhalten wir das Modell

i) = kimi(t) + ;1Y agri(Ba;(t),  i=1,...,n. (2.12)
j=1

mit k; # 0, ai; <0, a;; € Rund b; > 0. Wir definieren mittels der a;; die Matrix A = (a;;).
Der Koeffizient a;; entspricht fiir jede Art gerade dem e aus (2.9), er modelliert also die
Ressourcenbeschrénkung, wéhrend die a;; fiir ¢ # j die Interaktion der Arten beschreibt.
Fiir Beute z; und Riuber x; muss die Bedingung a;; < 0 und a;; > 0 gelten. Die etwas
seltsam anmutende Notation mit bz-_1 ergibt sich aus der urspriinglichen, etwas anderen
Schreibweise des Modells. Beachte, dass die Modelle (2.6) und (2.10) Spezialfille dieses

Modells sind.

Der Spezialfall a;; = 0 und a;; = —aj; wird als Volterra—Okologie bezeichnet. In diesem
Fall ist die Matrix A = (a;;) antisymmetrisch, d.h. 27 Az = 0 fiir alle z € R™.

Wenn wir nach Gleichgewichten 2T suchen, fiir die alle Arten koexistieren, so gilt x:r > 0,
also

]fz.l'j_ + bi_l Z aijxij =0 = bk + Z az-jacj =0, (2.13)
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diese Gleichgewichte sind also als Losungen eines linearen Gleichugssystems gegeben. Wenn
A invertierbar ist, existiert also hochstens ein solches Gleichgewicht: es gibt genau eine
Losung x* des linearen Gleichungssystems, fiir die aber nicht =7 > 0 gelten muss.

Die Konstruktion des ersten Integrals V' ldsst sich auf dieses Modell verallgemeinern. Wenn
ein Gleichgewicht ™ mit xf > 0 fiir 7 = 1,...,n existiert, so kann man nachrechnen, dass
die Funktion

Vix) = z”: bi(z; — z Inx;) (2.14)
i=1

die Gleichung

d
gV (@) = (2(t) - e )T Ala(t) — 2™)
erfiillt. Falls A negativ semidefinit ist, so ist diese Ableitung < 0 und wir kénnen die
obige Argumentation auf das n—dimensionale Modell iibertragen. Im Falle einer Volterra—
Okologie ist A antisymmetrisch, weswegen %V(x(t)) = ( ist. Hier erhalten wir also wieder

das Phénomen periodischer Lésungen.

2.3 Anwendungen der Populationsdynamik

2.3.1 Auswirkungen der Befischung

Die Volterra-Okologie und speziell das Lotka—Volterra Modell gilt in der Biologie i.A. als
zu stark vereinfacht, da hierbei in dem sowieso schon einfachen Modell (2.12) noch weitere
strukturelle Vereinfachungen gemacht werden. Man muss aber beriicksichtigen, dass dieses
Modell zur Erklarung eines speziellen Sachverhaltes entwickelt wurde, fiir den es tatséchlich
gut funktioniert. Wir wollen diese Anwendung nun erlautern.

In den 1920er Jahren beobachtete der italienische Biologe D’Ancona, dass der Anteil der
Raubfische (Haie, Rochen, ...) am Gesamtfischfang wihrend des 1. Weltkrieges im Mit-
telmeer deutlich hoher als vorher und nachher war. Im Hafen Fiume in Italien wurden die
folgenden Anteile der Raubfische am Gesamtfang festgestellt:

Jahr 1914 1915 1916 1917 1918
Raubfischanteil | 11,9% 21,4% 22,1% 21.2% 36,4%
Jahr 1919 1920 1921 1922 1923
Raubfischanteil | 27,3% 16,0% 15,9% 14.8% 10,7%

Natiirlich war D’Ancona klar, dass wiahrend des Krieges weniger gefischt wurde, aber warum
sollte dies die Raubfische mehr begiinstigen?

Das Volterra—Modell wurde zur Erklarung dieses Phinomens entwickelt. Tatséchlich han-
delt es sich hier nur um zwei (Gruppen von) Arten, so dass sich (2.12) zu (2.6) vereinfacht,
wenn man k; = a, kg = —c, by = d, by = b, a19 = —bd und az; = bd setzt (dies zeigt insbe-
sondere, dass (2.6) ein Spezialfall der Volterra—Okologie ist). Wie kann dieses Modell mit
den bekannten periodischen Losungen aus den Abbildungen 2.4 und 2.7 das Phénomen
beschreiben? Die Werte in der obigen Tabelle sind Jahresmittelwerte, weswegen es sich
anbietet, auch die vom Modell gegebenen Werte zu mitteln. Hier gilt das folgende Lemma.
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Lemma 2.6 Sei z(t) eine periodische Lésung von (2.6) mit Periode 7. Dann gilt
I 1 (7
Ty = T/O afl(t)dt = g und Ty = T/O .%'Q(t)dt = %

Beweis: Es gilt

= a — bxa(t).

Pty L Ta—x
/O = /0 b (1) .

1 (T () 1
T/o ) dt = T(lnx(T) —1Inz(0)) =0,
——
:%lnxl(t)

da die Losung periodisch mit x(7') = z(0) ist. Also folgt

Fiir diesen Ausdruck gilt

Nl =

Andererseits gilt

1 /7
0:/ a — bxa(t)dt = a — bTa
T 0

und damit die Behauptung fiir Zo. Analog berechnet man den Wert fiir Z;. U

Die zunéchst vielleicht etwas iiberraschende Erkenntnis dieses Lemmas ist, dass die Mit-
telwerte iiber eine Periode nicht vom Anfangswert abhingen. Der Anteil der Raubfische an
der Gesamtmenge ist im Mittel also gegeben durch

Salls]

_ T2 ad
x124 = = =

Ti+T2 $+5 ad+cb

Um die verinderten Anteile wihrend des 1. Weltkrieges zu erkldren, miissen wir den Fisch-
fang in (2.6) beriicksichtigen. Nimmt man hier proportionale Fangraten pz; und pxs an,
so ergibt sich das Modell mit Fischfang zu

1(t) = (a—plza(t) — bz (t)z2(?)
io(t) = —(c+p)ra(l) + dzi(t)z2(t)
Der mittlere Raubfischanteil bei Fangrate p ist demnach
_ a—p)d
w(p) = )

(a —p)d+ (c+p)b
oder als Kehrwert ausgedriickt

(a —p)d+ (c+p)b _ (c+p)b
(a—p)d (a—p)d
(c+p)b

Wenn also die Fangrate p abnimmt, so verringert sich der Bruch (a—p)d ebenfalls (der

T3 (p) " = +1.

Zshler wird kleiner und der Nenner grofier), womit auch fﬁ‘ (p)~! kleiner wird, weswegen
der Raubfischanteil 74 (p) zunimmt. Das Modell liefert also eine Erklirung dafiir, warum
bei geringerer Befischung der Raubfischanteil zunimmt.
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2.3.2 Der Chemostat

Eine konkrete technische Anwendung von Réuber—Beute—-Modellen ist der sogenannte Che-
mostat, eine Apparatur zur Ziichtung von Mikroorganismen, die sowohl in der Forschung
als auch der technischen Anwendung eine Rolle spielt, z.B. bei der Herstellung von Insulin.
Schematisch besteht ein Chemostat aus drei Gefifien, vgl. Abbildung 2.10: Ein Vorrats-
gefdfl, in dem eine Néhrlosung bereitgestellt wird, der eigentliche Chemostat, in dem sich
die Mikroorganismen befinden und ein Auffanggefif3, in dem die entstehenden Organismen
gesammelt werden.Im eigentlichen Chemostat wird dabei durch Riihren sicher gestellt, dass
die enthaltenen Organismen und Néhrstoffe homogen verteilt sind.
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Abbildung 2.10: Chemostat, vgl. www.wb.fh-heilbronn.de/test/bionet/6_4.html

Fiir den einfachsten Fall mit einer Art Mikroorganismen ist die Idee der Modellierung nun
relativ einfach: Wir modellieren die Nahrlosung als Beute S und die Mikroorganismen z; als
Réuber. Hierbei ergeben sich allerdings einige Anderungen gegeniiber unseren bisherigen
Modellen, die wir nun diskutieren werden.

Fiir die Nahrlosung S entsprechen die “Geburten” nun der Menge der Zufuhr aus dem
Vorratsbehilter. Im Gegensatz zu unserem bisherigen Modell hingt diese Grofle nun aber
nicht von der Anzahl der bereits vorhandenen Nahrlosung S ab, sie wird daher durch einen
konstanten positiven Term k-D > 0 modelliert, der sich aus der Konzentration k der Lésung
und der Menge der eingeleiteten Losung D (Durchflussrate) ergibt. Die “Sterbefille” setzen
sich aus zwei Komponenten zusammen, ndmlich aus dem Anteil der Néhrstoffe, die in den
Auffangbehiilter gespiilt werden — dieser Anteil ist gerade gleich DS — und dem Anteil,
der von den Mikroorganismen als Nahrung aufgenommen wird. Aus experimentellen Daten
hat sich herausgestellt, dass der dafiir bisher verwendete Term bSz; die experimentelle
Realitdt nicht gut genug beschreibt. Fiir grofle Mengen an Néhrlosung S >> 1 steigt die
Aufnahme némlich nicht proportional zur Nahrungsmenge S, weil die Organismen natiirlich
nicht beliebig viel Nahrung aufnehmen koénnen, selbst wenn diese zur Verfiigung steht. Als



30 KAPITEL 2. BIOLOGIE

realistischer hat sich hier ein Term der Form

mS 1
a+ S v

herausgestellt. Insgesamt kommen wir damit auf die Gleichung

N o B mS(t) z1(t)
S(t)=(k—S(t))D Ty R

Die Population x; verhélt sich nun wie im klassischen Lotka—Volterra Modell mit dem
Unterschied, dass der von x; abhingige Term in der Wachstumsrate gleich :fq(f t)) gewihlt
wird, was bewirkt, dass die Wachstumsrate bei sehr groflem Nahrungsangebot nicht ins

Unendliche steigt. Wir erhalten also

1 (t) = 21(2) (;fb% - D) .

Beachte, dass die Sterberate hier nicht dem natiirlichen Tod entspricht (dieser taucht
im Modell nicht auf), sondern dem Anteil der Organismen, die durch die nachstrémen-
de Fliissigkeit in das Auffanggefafl gespiilt werden. Durch die Koordinatentransformation
S — % und x; — £+ und die Wahl einer geeigneten Zeiteinheit ¢ — tD~! vereinfacht sich
das Modell zu dem normierten Chemostat-Modell (beachte, dass m und a sich bei diesen
Transformationen auch verdndern; der Einfachheit halber d&ndern wir die Notation aber
nicht)

S(t) = (1—8(t) — 250 (t)
) = n (5% -1)

Fiir dieses erste einfache Modell ergeben sich die Gleichgewichte

1 a
o= (3) =)
m—1

Beachte, dass das Gleichgewicht 2T fiir a > 0 nur fiir m > 1 + a im positiven Quadranten
liegt. Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix in 2 sind \; = —1 und Ay = (am —m?+2m —a—
1)/(am). Man rechnet nach, dass diese fiir m > 1 und a > 0 negativ sind, das Gleichgewicht
at ist also lokal exponentiell stabil. Abbildung 2.11 zeigt einige ausgewéihlte numerische
Losungen mit a = 0.1, m =2

(2.15)

Die in Abbildung 2.11 dargestellten Loésungen legen nahe, dass der Einzugsbereich D(z")
tatsdchlich der ganze positive Quadrant ist. Ein rigoroser Nachweis dieser Eigenschaft kann
dhnlich wie in Abschnitt 2.2.2 mittels einer geeigneten Lyapunovfunktion V' durchgefiihrt
werden.

Das Modell (2.15) ldsst sich auf d Mikroorganismenkulturen z1, ..., x4 verallgemeinern, in-
dem man weitere Gleichungen der gleichen Struktur hinzufiigt und je nach den Abhingig-
keiten entsprechende Kopplungsterme hinzugiigt. Stellt z.B. x; Nahrung von x; dar, so fiigt
man zu den Gleichungen von z; und z; die Terme

m;x; (t)

:|:.%'j (t) m
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Abbildung 2.11: Losungen von (2.15) mit a = 0.1, m = 2

hinzu, mit Vorzeichen '—’ fiir ; und Vorzeichen '+’ fiir x;.

Beispielsweise ist ein Modell fiir d = 3 Kulturen gegeben durch

S(t) = (1-5())— man(t)

@) = o) (SO g mawe®)

1(t) = x1(t) <a1 +5(t) 1 as -i-l’l(t)) (2.16)
nlt) = o) (20 -1 - L) |

2 - 2 as + x1(t) a3+ 22(t)

w3(t) = ws(t) <m_1>

In diesem Beispiel stellt S Nahrung fiir 1 dar, wahrend x; Nahrung fiir 2 und zo wiederum
Nahrung fiir a3 ist.

Durch die geschickte Skalierung der Parameter ergibt sich eine interessante Eigenschaft des
Modells, die man zur Vereinfachung der entstehenden Gleichungen ausnutzt. Definieren wir
die Variable ¥(¢) = 1—S(t) — Zizl x(t), so sieht man, dass fiir diese die Differentialglei-
chung ‘
%(t) = =5(t)
gilt, da sich die Kopplungsterme gerade gegenseitig aufheben. Es gilt also
N(t) = e '2(0).

Mit anderen Worten konvergieren alle Losungen (S(t), z1(t),...,7q(t))T gegen die Menge

d
Q={(S,a1,...,29)" €ERM| S+ mp(t) =1}.
k=1
Diese Menge wird Omega—Limesmenge des Systems genannt. Wenn wir also am Langzeit-
verhalten der Losungen interessiert sind, geniigt es die Losungen auf ) zu betrachten, da
sich Losungen in der Nihe von € aus Stetigkeitsgriinden wie Losungen auf  verhalten®.

S0Obwohl diese Eigenschaft intuitiv anschaulich ist, ist der formale Beweis nicht trivial und nur unter
geeigneten Annahmen an die Losungen erfiillt.
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Die Gleichungen auf €2 erhélt man nun einfach, indem man § =1 — Zzzl x(t) setzt und
diese Grofle in die Gleichungen fiir x1, ..., x4 einsetzt. Fiir unser einfaches Modell (2.15)
ergibt sich damit

in(t) = o) (2=

1) — () (m_l) (I-X—m(t)  (217)

1+a—x1(t)

mit A = —%5. Die zweite Form der Gleichung ist deswegen niitzlich, da man hier die
Gleichgewichte 27 = 0 und ] = 1 — X sofort ablesen kann. Tatsichlich stimmen diese mit
den oben bestimmten Gleichgewichten iiberein.

Fiir das Modell mit drei Organismen ergibt sich

() <m1(1—m1(t)—x2( ) — z3(t)) 1ﬂm2(15)>

s () —
xl( ) a1+1—:x1(t)—x2 —l‘g(t aQ—I-:L'l(t)

#a(t) = wa(t) <M1 gf; > (2.18)
ialt) = aalt) (2220 1)

In diesem Modell stellt sich heraus, dass die Gleichgewichte leider keine wesentlichen Infor-
mationen iiber das Langzeitverhalten des Systems liefern, da sie antistabil sind und damit
keine moglichen Grenzwerte sind. Tatséchlich existieren in diesem Modell kompliziertere
Grenzlosungen, gegen die die Losungen aus einer Umgebung streben. Eine theoretische
Analyse ist hier zwar ebenfalls moglich, erfordert allerdings tiefliegende Resultate aus der
Theorie der dynamischen Systeme, die wir hier nicht behandeln kénnen. Wir begniigen
uns daher mit numerischen Ergebnissen, und zwar fiir die Parameter m; = 10, a; = 0.08,
mo = 4.0, ag = 0.23, mg = 3.5 und a3 zwischen 0.2 und 0.4. Abbildung 2.12 zeigt die
zugehorigen Losungen.

Man sieht, das mit kleiner werdendem a3 die Perioden der Lésungen immer ldnger werden,
man spricht von Periodenverdopplung. Tatséchlich ist fiir a = 0.2 keine Periodizitdt mehr
feststellbar, die Losung zeigt scheinbar unvorhersehbare Oszillationen. Man spricht hier
von chaotischem Verhalten oder kurz Chaos. In allen vier Fillen ist es so, dass Losungen
aus einer Umgebung gegen die dargestellten Losungen konvergieren, die Mengen sind also
“anziehend” oder attrahierend und heiflen deswegen Attraktor.

Bemerkung 2.7 Eine Variante des Modells entsteht, wenn man (z.B. durch einen ge-
eigneten Regelmechanismus) sicher stellt, dass die vorhandenen Né#hrstoffe S(¢) konstant
gehalten werden, also S(t) = Sp > 0 sind. In diesem Fall kann die S—Gleichung ebenfalls
weggelassen werden, dafiir muss aber wieder ein Kapazititsterm eingefiithrt werden, um
das unbeschrinkte Wachstum zu vermeiden. |

2.4 Ausbreitung von Epidemien

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir Modelle fiir die Ausbreitung von Epidemien
betrachten.
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a = 0.4 a,= 0.3
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
04 0.4

Abbildung 2.12: Lésungen von (2.18) mit verschiedenen Werten von as

2.4.1 Modelle vom SI-Typ

Neben dem Epidemiemodell mit Latenz gibt es eine ganze Reihe weiterer Epidemiemodel-
le, von denen wir hier einige noch kurz ansprechen wollen. Dabei betrachten wir Model-
le, in denen die Ansteckung iiber die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens infizierter
und infizierbarer Individuen modelliert wird. Wir nehmen dazu an, dass es eine konstante
Gesamtpopulation der Gréfle N gibt. Da im Folgenden immer Anteilen an der Gesamt-
population betrachtet werden, kénnen wir N sofort auf 1 normieren. Nun sei S € [0, 1]
der Anteil der Population, der infizierbar (engl. susceptible) und I = (1 — S) € [0, 1] der
Anteil, der infiziert (engl. infected) ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Individuen aus
beiden Gruppen zusammentreffen, ist dann proportional zu SI. Damit erhalten wir das
sogenannte SI-Modell

$(t) = —BSOIE)
ity = BS(HIW),

wobei 8 > 0 ein Parameter ist, der angibt, wie wahrscheinlich ein Zusammentreffen zweier
Individuen ist und wie wahrscheinlich es ist, dass dabei ein nicht infiziertes Individuum
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infiziert wird. Nutzt man aus, dass hier stets S+ 1 = 1 gilt, kann man das zweidimensionale
System zu der eindimensionalen Gleichung

i(t) = BI(H)(1 - I(t))

vereinfachen. Dies ist gerade die logistische Gleichung mit K = 1, was auch erklért, warum
wir diese im vorherigen Modell verwendet haben. Aus der Analyse der logistischen Glei-
chung wissen wir bereits, das die Losungen fiir alle Anfangswerte Iy > 0 gegen 1 konver-
gieren. Es werden also nach und nach alle Individuen infiziert.

Etwas interessanter wird die Dynamik, wenn wir die Moglichkeit hinzufiigen, dass Indivi-
duen (mit konstanter Rate v > 0) von der Krankheit genesen kénnen. Dann dndern sich
die Gleichungen zum sogenannten SIS-Modell

S(t) = —BSHI(t) +I()
I(t) = BS@E)I(t) —~I).

Auch diese Gleichungen kénnen wir wegen S + I = 1 zu einer eindimensionalen Gleichung
vereinfachen, namlich
_ _ B—n
I(t) = BI(t)(1 — I(t)) —~I(t) = BI(t) 5 I(t) ) .

Dies ist — im Fall 8 > v — wieder die logistische Gleichung, jetzt mit K = (8 — )/,
deren Losung demzufolge fiir Iy > 0 gegen (5 — «v)/f konvergiert. In diesem Modell ist
also fiir 8 > v langfristig ein konstanter Anteil der Bevolkerung infiziert. Im Fall g < v
konvergiert der infizierte Anteil gegen Null.

Zuletzt betrachten wir noch den Fall, dass das Individuum nach iiberstandener Krankheit
gegen die Krankheit immun (engl. resistant) ist. Fiir dieses Modell miissen wir eine weitere
Variable R € [0,1] hinzunehmen, die den immunen Anteil der Population beschreibt. Es
gilt S+ I 4+ R = 1. Die Gleichungen des sogenannten epidemischen SIR-Modells sind dann
gegeben durch

S(t) = —BSHI()
Ity = BSWHIE) —~I(t)
R(t) = ~I(t).

Hier stellt man fest, dass die erste und die zweite Gleichung unabhéngig von R sind. Zudem
rechnet man nach, dass S + I + R stets gleich Null sind, weswegen S + I + R konstant ist,
insbesondere also gleich 1, wenn Sy + Iy + Rg = 1 sind.

Die nichtnegativen Gleichgewichte des Modells mit S* 4+ I* + R* = 1 errechnen sich als
a

0 mit a,b >0, a+b=1.
b

Es liegt also genau dann ein Gleichgewicht vor, wenn keine infizierten Individuen vorhanden
sind. Die aus Anwendungssicht interessante Frage ist hier nun aber weniger, gegen welches
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Gleichgewicht die Losung konvergiert, sondern vielmehr, wie grof§ der Anteil der Infizierten
im zeitlichen Verlauf maximal ist, da diese Zahl eine Aussage iiber die Grofle der Epidemie
angibt.

Die Antwort auf diese Frage hingt vom Anfangswert und von den Parametern der Glei-
chung ab. Im Fall 8 < v sieht man aus der Gleichung fiir I, dass I(t) < 0 ist. Daher wird
der maximale Anteil an Infizierten stets am Anfangspunkt zur Zeit ¢ = 0 angenommen.
Die Epidemie kann also nicht wachsen.

Im Fall 8 > 7 ist das anders. Hier kann man (durch Losen einer eindimensionalen Hilfs-
Differentialgeichung) die Formel

~y S
1(S)=5(0)+1(0 —S+1n<>
(5)=50) +10) -5+ F1n 55
fiir I in Abhéngigkeit von S herleiten. Es geniigt nun, den Fall R(0) = 0 zu betrachten,
da wir andernfalls den bereits resistenten Anteil der Population herausnehmen und den

verbleibenden Anteil als neue Gesamtpopulation (skaliert auf Groéfie 1) ansehen kénnen.
Fiir R(0) = 0 gilt S(0) + I(0) = 1 vereinfacht sich die obige Formel zu

I(S):1—S+gln<5i))>.

Jetzt suchen wir ein Maximum dieses Ausdrucks, weswegen wir I’(S) = 0 setzen, also

e

-1 —
+ﬁS

0,

was durch S = v/ gelost wird. Einsetzen in die Formel fiir I liefert

ImaX:1+;<1n<B;(0)>—1>.

2.4.2 Ein Modell mit Verzogerung

Oft ist es so, dass Erreger sich nicht sofort nach dem Befall eines Individuums weiter ver-
breiten kénnen, sondern erst nach einer sogenannten Latenzzeit. Das folgende Modell, das
diesen Effekt beriicksichtigt, wurde zur Modellierung einer Pflanzenkrankheit, der Kartof-
felfaule, entwickelt.

Wir machen zunéchst die Modellannahme, dass sich die Masse x der infizierten Pflanzen
gemifl dem SI-Modell mit S = A und I = x verhilt, also

z(t) = Ax(t)(1 — z(t)). (2.19)
Hierbei wird angenommen, dass die Kartoffelpflanzen so gleichméflig stehen, dass der Er-

reger sich konstant mit Infektionsrate \ ausbreiten kann.

Wir haben oben bereits gesehen, dass die Anzahl der insgesamt infizierten Pflanzen bei
diesem Modell immer gegen 1 konvergiert. Insbesondere wiirde eine mittels (2.19) model-
lierte Epidemie immer den gesamten Bestand befallen. Dies ist nicht wirklich realistisch.
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In einem realistischeren Modell sollten weitere aus der Biologie bekannte Tatsachen einbe-
zogen werden. Wir werden hier nun den zeitlichen Verlauf einer Infektion beriicksichtgen.
Fiir die Kartoffelfaule ist bekannt, dass sich die Krankheit nach erfolgter Infektion zum
Zeitpunkt t* in zwei Stadien entwickelt:

e Das Latenzstadium [t*,¢* + p|, in dem sich der Erreger nicht ausbreiten kann

e Das Infektionsstadium [t* + p,t* + p + ¢, in dem sich der Erreger verbreiten kann

Nach der Zeit t* + p + ¢ ist eine weitere Ausbreitung nicht moglich.

Mit z(t) bezeichnen wir weiterhin die Masse der infizierten Pflanzen. Wir wollen nun ei-
ne Differentialgleichung fiir z(¢) aufstellen. Die Wahrscheinlichkeit einer Ansteckung wird
durch den “Az(t)”-Term vor der Klammer modelliert. Wir &ndern diesen Term so ab, dass
er die Latenzzeit modelliert: Die Zunahme der Infektion ist nun proportional zur Grofle des
Anteils der infizierten Population, die sich zur Zeit ¢ im Infektionsstadium befindet. Diese
Grofle ist gegeben durch die Menge aller Infektionen, die &lter als p sind, also z(t — p),
minus der Anzahl der Infektionen, die dlter als p + ¢ sind, also z(t — p — ¢q). Wir ersetzen
Az(t) also durch A(z(t — p) — z(t — p — ¢q)) und erhalten so die Gleichung

#(t) = A1 = o(t) (2t — p) — 2(t — p— q)). (2.20)

Dies ist jetzt keine gewohnliche Differentialgleichung im iiblichen Sinne mehr, da die rechte
Seite nicht nur von z(t) sondern auch von z(t — p) und z(t — p — ¢) abhéngt. Eine solche
Gleichung nennt man Delay—Differentialgleichung, auf deutsch auch verzdgerte Differenti-
algleichung.

Allgemein kann man diese Gleichungen in der Form

(t) = f(z(t),z(t —71),...,x(t — 70))

fir ein f : (R?)**1 — R™ schreiben, wobei wir 7, > 74—y > ... > 71 anchmen. Auch
fiir diese Gleichungen gibt es einen Existenz— und Eindeutigkeitssatz, der dem Satz 1.4
sehr &hnlich ist (man bendtigt wieder eine Lipschitz—Bedingung etc.). Ein wesentlicher
Unterschied besteht aber bei der Wahl der Anfangsbedingung: Es geniigt hier nicht, nur
die Zeit tp und den Wert x(to) festzulegen. Tatséchlich reicht es auch nicht, zusétzlich die
Werte x(tg — 7;) fiir i = 1,. .., k festzulegen, denn fiir jeden Zeitpunkt ¢ > ¢y benétigt man
zur Berechnung von % (t) ja insbesondere die Werte x(t— 7). Da t — 75, das gesamte Intervall
[to — Tk, to] durchlduft, miissen wir als Anfangs“wert” also zusitzlich zu x(tg) = x¢ noch
eine Funktion ¥ : [tg — 7%, t9) — R” festlegen. Fiir die Existenz— und Eindeutigkeitsaussage
reicht es dabei aus, ¥ als stetige Funktion zu wéhlen, wobei es nicht nétig ist, dass W in #g
durch xg stetig fortgesetzt wird.

Wir wollen nun das Langzeitverhalten der Losungen von (2.20) untersuchen um damit
zu ermitteln, wie grofl der fiir ¢ — oo befallene Pflanzenbestand bei der durch (2.20)
modellierten Epidemie ist und wie dieser Wert von p und ¢ abhéngt. Wir wéhlen dabei die
Anfangsfunktion ¥ = 0 und einen Anfangswert 2:(0) = z¢ € (0, 1); die Infektion gelangt
also zum Zeitpunkt tg = 0 von auflen in den Pflanzenbestand.

Unter dieser Annahme sieht man per Induktion iiber n = 1,2,3,... aus (2.20), dass auf
jedem Intervall [(n—1)(p+q),n(p+q)] die Ungleichungen #(¢) > 0 und z(¢) € [0, 1) gelten.
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Also ist x(t) monoton wachsend und durch 1 beschréinkt und konvergiert damit gegen einen
Wert 5 € (0,1]. Mit g(t) := z(t — p) — z(t — p — q) kénnen wir (2.20) als

#(t) = Ag(D)(1 — (1))

schreiben. Dies ist nun wieder eine klassische gewohnliche Differentialgleichung, fiir die
man (mit einer Technik, die in Lehrbiichern unter dem Namen Trennung der Variablen zu
finden ist) die explizite Losung

2(t) =1 — (1 — z0) exp <—)\ /Otg(T)dT)

berechnen kann. Durch Ableiten nach ¢ priift man leicht nach, dass dies tatséchlich die
Losung ist. Fiir g(t) gilt nun wegen x(0) = ¥(o) = 0 fiir 0 < 0 die Gleichung

/Otg(r)dT = /Otl’(T—p)dT—/Ot(L'(T—p—q)dT

_ /Otpa;(o)da— /Otpq:c(a)da - /tt:qa:(a)da

fir alle ¢ > 0. Wir erhalten somit

2(8) = 1 (1 ) exp (—)\ /tt_p x(a)da) ,

—P—q

(was man wiederum durch Ableiten nach t tiberpriifen kann) und damit

8= lim a(t) = 1 — (1 - z0) exp (—/\ T x(a)da) .

t—o0 t—ro0 t—p—q

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung und wegen lim;_,~ z(t) = 3 folgt

t—p
Jim o z(0)do = lim qu(t —p —0q) = ¢p.
Der Limes g ist also bestimmt durch die Gleichung
B=1—(1—xp)e 5.

Leider erlaubt diese Gleichung keine explizite Losung. In Abbildung 2.13 ist ((q, z¢) fiir
A=1und g = 0.1,0.2,...,0.9 in Abhéngigkeit von ¢ dargestellt. Die Graphen wurden
numerisch berechnet. Beachte, dass (0, z¢) = z¢ gilt.

Die Graphen geben also den aus dem Modell (2.20) berechneten Anteil befallener Planzen
fiir ¢ — oo in Abhéngigkeit vom Anfangsbefall xg und der Infektionszeit ¢ an. Fiir wach-
sendes ¢ ndhert sich die Grofle der 1 an, d.h. fast der gesamte Bestand wird befallen. Fiir
kleinere Infektionszeiten ¢ hingegen wird nur ein Teil des Bestandes befallen. Fiir ¢ gegen
0 n#hert sich dieser Wert dem Anfangsbefall zy an. Der Grund fiir dieses Verhalten liegt
darin, dass zur Ausbreitung der Krankheit eine gewisse Anzahl (relativ) frischer Infektio-
nen vorliegen muss. Wenn die Wachstumsrate (¢) abnimmt, so fehlt der “Nachschub” an
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X,)

)

B(a) (BO)=

Abbildung 2.13: Die Funktion (g, z¢) fiir verschiedene xg in Abhéngigkeit von ¢

frischen Infektionen, dadurch nimmt &(t) weiter ab usw., weswegen die Losung gegen § < 1
konvergiert.

Auch dieses Modell ist sicherlich fiir viele praktische Zwecke zu einfach, weil viele wichtige
Einfliisse unberiicksichtigt bleiben, z.B. Resistenzen gegen die Krankheit oder die rdumliche
Verteilung der Pflanzen. Trotzdem kann es zum Versténdnis der Abhéngigkeiten zwischen
Infektionszeiten und Ausbreitungen von Epidemien beitragen und hierbei insbesondere die
Komplexitdt der moglichen Abhéngigkeiten illustrieren.

2.5 Literaturhinweise

Eine umfassende Einfiihrung in die mathematische Biologie bietet das (in der ersten und
zweiten Auflage einbéindige, in der dritten Auflage zweibéindige) Buch

J.D. Murray, Mathematical Biology, Springer, 2002 (dritte Auflage).
Die Theorie des Chemostat ist in einer Reihe von Biichern beschrieben, z.B. in

H.L. Smith and P. Waltman, The Theory of the Chemostat, Cambridge University Press,
2003 (zweite Auflage)

Die Modelle fiir Epidemien finden sich in
M. Martcheva, An Introduction to Mathematical Epidemeology, Springer, 2010
und

J.W. Prifs, R. Schnaubelt, R. Zacher, Mathematische Modelle in der Biologie, Birkhduser,
2008



Kapitel 3

Mechanik

Die mathematische Modellierung der klassischen Mechanik geht im Wesentlichen auf die
Arbeiten von Isaac Newton'!, Joseph-Louis Lagrange? und William R. Hamilton? zuriick.
Newton entwickelte die elementaren Bewegungsgleichungen (und nebenbei die Differential-
rechnung), wéhrend Lagrange und Hamilton weiterfithrende mathematische Modellierungs—
und Analysemethoden entwickelten. Diese werden heutzutage allgemein als der eleganteste
mathematische Zugang betrachtet, weswegen wir uns auf ihn konzentrieren werden. Der
Ansatz beruht darauf, die Bewegungsgleichungen mit Hilfe der Modellierung der Ener-
gie des Systems herzuleiten. Die Einzelnen Schritte der Herleitung werden jeweils an zwei
Beispielen illustriert, dem linearen Oszillator (oder Schwinger) und dem Pendel.

3.1 Lagrange—Gleichungen

Die Idee der Lagrange—Gleichungen basiert auf der Betrachtung der Energie des Systems.
Wir beschrénken uns hierbei auf ein System s von N Massepunkten mit Positionen r; =

(x4, Yi, zi)T und Massen m;, + = 1,..., N, dessen kinetische Energie gerade durch
N e
Brin = 32 5 i
i=1

gegeben ist.

Zur Modellierung der Tatsache, dass sich ein mechanisches System — bedingt durch die
mechanische Struktur — nur auf vorgegebenen Bahnen bewegen kann, verwenden wir Ne-
benbedingungen der Form

¢i(r1y ., rn,t) =0, fiirj=1,...,J,

wobei die r; = (x4, yi, zi)T € R3 die Positionen der Massepunkte beschreiben.

Beispiel Oszillator: Wir betrachten eine Masse, die an einer Feder an der Decke eines Raumes
aufgehéingt ist und sich nur vertikal (also auf und ab) bewegt, vgl. Abbildung 3.1.

tenglischer Mathematiker und Physiker, 16421727

2franzosischer Mathematiker, 1736-1813 (geboren als Giuseppe Lodovico Lagrangia in Turin, deshalb
manchmal — vor allem in italienischen Biichern — auch als italienischer Mathematiker bezeichnet)

3irischer Mathematiker, 18051865

39
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F(t)

Abbildung 3.1: Mechanischer Oszillator

Da sich hier nur die y-Koordinate verdndern kann, ergeben sich die beiden Gleichungen fiir r =
(z,9,2)" zu

c1(r) =z und eo(r) = 2.

Beispiel Pendel: Wir betrachten ein im Nullpunkt aufgehédngtes und in der xy—Ebene schwingen-
des starres Pendel mit Punktmasse m im Punkt r(t) = (z(t),y(t), 2(t))T und Linge p, vel. Abb.
3.2.

r(t) = (x(1), (1), 0) T
F=(0,-mg,0)T

Abbildung 3.2: Pendelmodell
Die moglichen Positionen von r werden dann genau durch die Gleichungen
— (12 2 _
e1(r) = I7l]? = p? und ea(r) = =

beschrieben.
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Wir nehmen nun an, dass die durch
M = {(7"1,...,TN)T]cj(rl,...,rN,t) =0, firj=1,...,J}

implizit definierte Mannigfaltigkeit der vertrdglichen Konfigurationen durch Koordinaten
q=(q1,...,q) € Q mit einer offenen Menge @ C R! parametrisieren liisst, d.h. dass stetig
differenzierbare Funktionen r;(q,t) existieren mit

M ={(ri(q,t),...,rn(q,t)" | g € Q}.
Wir nehmen weiterhin an, dass die partiellen Ableitungen

or

~r t R3N
o (¢,t) €

fir ¢ = 1,...,[ linear unabhéngig sind. Die Groflen q1, ..., q; heilen verallgemeinerte Ko-
ordinaten.

Beispiel Oszillator: Offensichtlich kénnen wir hier einfach ¢ = y wéhlen und erhalten

0
r@) =1 4«
0
mit ¢ = ¢; € R (die Tatsache, dass die Masse den Boden und die Decke nicht durchdringen kann,

modellieren wir hier nicht).

Beispiel Pendel: Fiir das Pendel gilt

psing
r(q) = | —pcosgq
0

mit ¢ = ¢1 € Q = (—¢,2m) C R fiir beliebiges € > 0. Beachte, dass ¢ hier gerade den Winkel des
Pendels beschreibt, vgl. Abbildung 3.2.

Wir kénnen das System nun vollstindig mittels ¢(t) beschreiben. Mittels der Kettenregel
kann man die Geschwindigkeit iiber ¢(¢) ausdriicken. Es gilt

n=2 tt—laritt'taritt'—l N
Ui()_@ri(Q( )7 )_;aqj(Q()’ )QJ'()"FE(Q( )7 )’ v=1,..., V.

Diese Gleichung kann wegen der linearen Unabhéngigkeit der partiellen Ableitungen nach
¢; aufgelost werden, was i.A. aber nicht explizit durchgefiihrt werden muss. Die Grofien
qi, - - -, q heilen verallgemeinerte Geschwindigkeiten.

Beispiel Oszillator: Fiir den Oszillator gilt

o(t) = 4(t),
Beispiel Pendel: Fiir das Pendel gilt
pcosq(t)
o(t) = | psing(t) | q(t),
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Ebenso kann die kinetische Energie mittels ¢ und ¢ als

2
N

Byin = 30 ™ o) = Z i Z O g(0), 05 (1) + 22 q(0),1)| = T(a, )

i=1

geschrieben werden.

Beispiel Oszillator: Fiir den Oszillator gilt

T(0.4,0) = F4(0)

Beispiel Pendel: Fiir das Pendel gilt

T(0.4.4) = 50%4(0)”

Fiir Krifte f© € R3, i = 1,..., N, die jeweils auf den i-ten Massepunkt wirken, definiert
man die verallgemeinerten Kridifte

=1 aqj
Wir nennen das mechanische System konservativ, falls eine reelle Funktion W (ry, ..., ry,t)
existiert, so dass
, ow
ff=- = -V,
877
gilt. Fiir die verallgemeinerten Kréfte berechnet man dann
oW (q,t
Fj = _9W(g,t)
8qj
mit W(q,t) = W(r(q),t). In Vektorform schreiben wir ' = —V,W(q,t). Die Funk-

tion W kann physikalisch als die potentielle Energie des Systems interpretiert werden,
weswegen man iiblicherweise durch Addition einer geeigneten Konstanten die Bedingung
ming W(q,t) = 0 sicher stellt. Beachte, dass die Addition einer Konstanten an VW nichts
dndert.

Beispiel Oszillator: Auf die Masse wirken zwei Kréfte: die Schwerkraft und die Federkraft. Die
Schwerkraft ist von der Form f! = (0,—mg,0)T, die sich als f! = —VW; mit Wy(r) = mgy
schreiben lasst.

Zudem wirkt die Federkraft, fiir die wir hier ein lineares Modell verwenden. Dabei wird zur Be-
schreibung das Hooke’sche Gesetz verwendet. Es sei yr die Ausdehnung der Feder, wobei yp = 0 der
komplett entspannten Feder entspricht, in der die Feder gerade keine Kraft ausiibt. Das Hooke’sche
Gesetz besagt dann gerade, dass die Kraft gegeben ist durch

F(t) = kyr(t), (3.1)
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wobei k > 0 die Federkonstante ist. Dieses Modell beschreibt eine reale Feder bei kleinen Auslen-
kungen i.A. hinreichend gut. Realistischere Ansétze verwenden einen nichtlinearen Zusammenhang
zwischen y und F', worauf wir hier aber nicht niher eingehen wollen. Offensichtlich gilt fiir die
Auslenkung der Feder yr(t) = yo — y(t), fiir eine Konstante yo, wobei yo derjenigen Position der
Masse entspricht, in dem die Feder (ohne Einwirkung der Schwerkraft) komplett entspannt ist. Wir
erhalten so als Federkraft f2(t) = k(yo — y(t)).

Auch die Federkraft ldsst sich durch ein Potential darstellen. Es gilt Wa(r) = %kyQ — kyoy. Um das

Potential als Funktion von ¢ in eine einfache Form zu bringen, miissen wir das Koordinatensystem
am Ende der Rechnung um den Wert ¢ verschieben. Dies bedeutet, dass wir die verallgemeinerten
Koordinaten als ¢ = y + y wéhlen miissen, um die Verschiebung zu beriicksichtigen. Damit folgt
Wi(q,t) = mg(q +§) und Wa(q,t) = 3k(q+ §)* — kyo(q + §). Zusammen erhalten wir also

W(a,t) = Wi(a) + Wala) = (mg — kyo)(a + ) + yh(a+ )"

Wihlen wir nun § = yo — mg/k, so sieht man mit Einsetzen und Ausmultiplizieren, dass sich W
vereinfacht zu

1
W(q,t) = §kq2 + R,

wobei R Terme bezeichnet, die weder von ¢ noch von ¢ abhéngen. Um das Minimum dieser Funktion
auf Null zu setzen, verschieben wir den Wert von W um — R und erhalten so

1
W(q,t) = §kq2-

Beispiel Pendel: Beim Pendel ohne Reibung wirkt auf den Massenpunkt die Schwerkraft f =
(0, —mg,0)T, die sich wieder als f = —VW mit W(r) = mgy schreiben lisst. Mit der oben ein-
gefithrten Darstellung r(q) = (psing, —pcosq,0)” gilt W(gq,t) = —mgp cosg. Um min, W(g,t) = 0
zu gewihrleisten, addieren wir mgp, d.h. wir setzen W(q,t) = —mgp cos q¢ + mgp.

Definition 3.1 Die Funktion

L(Qa Qa t) = T(Qv Cja t) - W(qv t)

heifit Lagrange—Funktion des konservativen mechanischen Systems. a

Die Variablen ¢ und ¢ werden hier als (formal) unabhéngige Variablen aufgefasst.

Aus der Lagrange—Funktion kann man nun die Bewegungsgleichungen des Systems herlei-
ten: Es gelten die Fuler-Lagrange-Gleichungen

d (0L . oL ) .
4 (5i-a®.401.0) - S (a(0.30.0 = 0. =1.....L (32)

Die Herleitung dieser Gleichungen ergibt sich aus der physikalischen Bedingung, dass das

Wirkungsfunktional
t1

I(q) = / Llq(t). 4(¢), 1)t

0
entlang von Losungen ¢ extremal sein muss bzgl. aller differenzierbarer Funktionen, die die
Punkte (to,q(to)) und (¢1,q(t1)) verbinden. Dies Prinzip der stationdren Wirkung ist ein
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von Hamilton (nach Vorarbeiten von Euler und Lagrange) erkanntes physikalisches Gesetz,
das sich z.B. an Hand einer fallenden Kugel plausibel machen lédsst: Bei einer fallenden
Kugel (im Vakuum) nimmt die kinetische Energie 7 bestandig zu und das Potential W des
Schwerefelds besténdig ab. Wére I(g) nicht extremal, so wiirde z.B. [ T langsamer zuneh-
men als auf einer anderen Bahn, d.h. die Kugel wiirde zunéichst langsamer beschleunigen,
als sie es konnte. Dies ist aber in physikalischen Experimenten nicht zu beobachten. Auch
der entgegengesetzte Fall, dass die Kugel zunéchst schneller beschleunigt, ist nicht moglich,
denn um zum Zeitpunkt ¢; am gleichen Punkt ¢(¢;) anzukommen, miisste sie spéter lang-
samer beschleunigen, was wiederum unphysikalisch ist. Das Prinzip formalisiert also eine
gewisse Gleichmifligkeit bei der Zu- und Abnahme der Energie.

Setzt man g(«) = I(q + az) fiir & € R und eine beliebige differenzierbare Funktion z mit
z(to) = z(t1) = 0, so muss ¢'(0) = 0 gelten. Mit etwas Rechnung sieht man, dass

l

s h(d (OL, oL, .
10 =% [ (§ (5r00.30.0) - FEa.i).0) e

j=1

ist. Nimmt man nun an, dass der Faktor vor z(¢) im Integranden fiir ein j € {1,...,1} und
ein t € (to,t1) nicht Null ist, z.B. positiv. Wegen der Stetigkeit ist der Integrand dann aber
auf einem ganzen Intervall (¢t —e,t + ¢) C (to,t1) positiv. Wahlen wir nun z so, dass zj
fir k # k gleich Null ist und z; auf (¢t — ¢,t + ¢€) positiv ist und sonst {iberall 0, so ist der
gesamte Ausdruck positiv, was ¢’(0) = 0 widerspricht. Die Gleichung ¢'(0) = 0 kann also
nur gelten, wenn die Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt sind.

Beispiel Oszillator: Fiir den Oszillator ergibt sich die Lagrange-Funktion zu

m 1
L(g,4,t) = —¢* — =kq*.
(0,4,1) = 54" — 5kq
Dafiir gilt
3L( 1) .
—(q,q,t) =m
5'(jqq q
und

oL
Zg.4,t) = —kq.
8q((m) q

Daraus ergeben sich die Bewegungsgleichungen

= 2 ma(e)) + ka(t) = mi(t) + ka(t).

Offensichtlich ist der Nullpunkt ein Gleichgewicht dieser Gleichung. Das bedeutet, dass Schwerkraft
und Federkraft im Nullpunkt gerade im Gleichgewicht sind. Erinnern wir uns, dass wir den Punkt

0

Yo, in dem die Feder entspannt ist, zur einfacheren Rechnung als mg/k gewihlt haben, so betrigt
die Federausdehnung im Gleichgewicht gerade mg/k.

Beispiel Pendel: Fiir das Pendel erhalten wir aus den obigen Uberlegungen

. m .
L(q,¢,t) = 502612 + mgp cos ¢ — mgp,

also oL

. m o . 3.
— t) = —p“2¢ =
aq(%%) 20 q=mpq
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und

a—L( j,t) = —mgpsin
dq q4,9,t) = gpsmg.

Damit erhalten wir die Bewegungsgleichung

d . .
0 = —(mp*q(t)) +mgpsing(t))
= mp*§(t) + mgpsing(t).
Da p > 0 und m > 0 ist, vereinfacht sich diese zu

0 = pg(t) + gsinq(t). (3.3)

Abbildung 3.3 zeigt einige Losungen dieser Gleichung.

jeschwindigkeit)
~

w(t) (Winkelg
s

-2 0 2
6() (Winkel)

Abbildung 3.3: Losungen des Pendelmodells (3.3) mit p =1

Die periodischen Losungen gehéren hierbei zu Anfangswerten, fiir die das Pendel hin— und her
schwingt. Da keine Reibung modelliert wurde, wird das Pendel nicht gebremst und die Pendel
schwingt fiir alle Zeiten mit der gleichen Bewegung, daher die Periodizitét. Die Losung, die rechts aus
dem Bild hinauslauft wurde mit groflerer Anfangsgeschwindigkeit gestartet. Hier iiberschléigt sich
das Pendel, und zwar — da keine Reibung vorhanden ist — nicht nur einmal sondern immer wieder.
Beachte, dass die Winkel 6 und 6 + k27 fiir alle k € Z die gleiche Pendelposition bedeuten, aber in
in unserem Modell unterschieden werden. Die Gleichung besitzt iibrigens genau die Gleichgewichte
(0%, ,wy) = (km,0) fir k € Z. Fir gerades k ist dies gerade das herunterhéngende Pendel, fiir
ungerades k ist dies das aufrecht stehende Pendel. Die aufrechten Gleichgewichte sind exponentiell
instabil (aber nicht antistabil), die herabhiingenden sind weder exponentiell stabil noch instabil,
denn die Realteile der Eigenwerte der Linearisierung sind gleich 0.
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3.2 Dissipative Systeme

Wir haben die Euler-Lagrange-Gleichungen unter der Annahme hergeleitet, dass das me-
chanische System konservativ ist. Tatséchlich bedeutet dies, dass die wirkenden Kréfte nur
von den Positionen r; abhéngen; weder externe noch geschwindigkeitsabhéingige Kriifte (wie
die Reibung) koénnen hiermit modelliert werden.

Externe Kréfte konnen — wenn sie in verallgemeierter Form F' 7 also mittels Threr Wirkung
auf die ¢ ausgedriickt sind — einfach durch Ersetzen der “0” durch Fy auf der rechten
Seite von (3.2) eingefiihrt werden. Die Umrechnung von physikalischen externen Kréften
f# auf verallgemeinerte externe Krifte Fy erfolgt dabei analog zu den konservativen Kréften
mittels
al , or;
Filat) = 3 (£0@.0. 5@ ) 5= 1o

i=1

Bei der Reibung beschrinken wir uns auf den einfachen Fall viskoser Reibung, bei der die
Reibungskraft linear proportional zur Geschwindigkeit ist. Wir bezeichnen mit f* € R® nun
die Reibungskriifte, die durch f = —C'%; mit einer Diagonalmatrix C* = diag(ct, c;, c)e
RSXS

und den Geschwindigkeitsvektoren v; = (v;,vé,vi)T allgemein beschrieben werden

konnen.
Wir wollen die Reibungskrifte analog zu den konservativen Kriften als Ableitung einer
reellwertigen Funktion darstellen. Dazu definiert man die sogenannte Rayleigh’sche Dissi-

pationsfunktion
N

. 2 . 2 . .
E 0 2,0 7.,
(C$,U$ + CZ/UZ + CZUZ

=1

2

D(’Ul,...,UN): )

und definiert die Reibungskrifte f* als
f'=-VD,

wobei V;D(v) € R? den Gradienten von D nach v* bezeichnet.

Die Rayleigh—Funktion lisst sich als infinitesimale Arbeit des i—ten Partikels gegen die
Reibungskraft interpretieren. Die von den Reibungskréften absorbierte Leistung ist gerade
2D und wird als Dissipationsrate bezeichnet. Analog zu den verallgemeinerten Kréften
lassen sich die verallgemeinerten Reibungskrdifte als

~9D(g,4,1)
94(t)

mit D(q, ¢,t) = D(v(q, g,t)) berechnen. In Kurzform schreiben wir

Fj =

F=-ViD(g,4:1).

Die unter der Beriicksichtigung der externen und Reibungskrifte erhaltenen wverallgemei-
nerten Lagrange—Gleichungen lauten damit

d < oL OL oD

dt 8%<Q(t)v(2(t)7t)> - a*qj(Q(ﬂ,d(t),t) + T%(Q(t)vqa)?t) = Fje(t)a j=1...,1 (34)
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Beispiel Oszillator: Wir haben in Abbildung 3.1 bereits ein Reibungselement eingezeichnet, das

wir jetzt auch in das Modell aufnehmen wollen. Wir setzen dazu D(v) = %(002)7 also

D(g, 1) = %(cq’z)-

Daraus ergibt sich
dD
—(q(?),q(t),t) = cq.
93 (q(t),q4(t),t) = cq

Die Bewegungsgleichung ergibt sich damit zu

0 =mg(t) + kq(t) + cq.

Beispiel Pendel: Wir wollen unser Pendelmodell um einen Reibungsterm ergénzen und setzen

D(v) = 3 (cv? + cv7). Damit erhalten wir

. Cc . . c )
D(q7 q, t) = 5,02 (C082 q —|— Sln2 q)q2 — §p2q2

und folglich
oD
9q

Die Bewegungsgleichung ergibt sich damit nach Division durch p zu

(a(t), 4(1),t) = cpq.

0 = mp*§(t) + mgpsing(t) + cpg(t).

(3.5)

Wir erhalten also wieder das bereits bekannte Modell, bei dem die Reibungskonstante ¢ nun aller-
dings mit der Lénge p multipliziert ist. Dies liegt daran, dass die Reibung hier an der Punktmasse
wirkt, wihrend sie im fritheren Modell an der Drehachse wirkt. Abbildung 3.4 zeigt die Losungen

dieser Gleichung mit den gleichen Anfangswerten wie in Abbildung 3.3.

w(t) (Winkelgescl
s

-2 0 2
6() (Winkel)

Abbildung 3.4: Losungen des Pendelmodells (3.5) mit M = p=c=1

Hier streben alle Losungen dem Gleichgewicht (0,0), bzw. nach einmaligem Uberschlagen dem
Gleichgewicht (27,0) zu. Tatsdchlich kann man zeigen, dass die Gleichgewichte der Form (2km,0)
mit k € Z (herabhéngendes Pendel) nun lokal exponentiell stabil sind. Die Gleichgewichte der
Form ((2k + 1)m,0) mit k € Z (aufrechtes Pendel) bleiben exponentiell instabil. Beachte, dass sich
(3.3) und (3.5) in diesen Simulationen wegen der Wahl der Parameter nur durch den Reibungsterm

unterscheiden.
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3.3 Die Hamilton’sche Methode

Die Lagrange—Gleichungen fiihren in natiirlicher Weise auf eine Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung, also eine Gleichung, in der ¢ und ¢ auftreten. Der Hamilton-Formalismus, den
wir abschlieend behandeln wollen, ermdoglicht es, fiir konservative mechanische Systeme
direkt ein System erster Ordnung herzuleiten, in dem die dabei verwendete “Hilfsfunktion”
H eine wohldefinierte physikalische Interpretation besitzt.

Hierzu definieren wir das verallgemeinerte Moment als

oL
= ~(q,q,t) e R
p aq(q7q7)€

und nehmen an, dass eine stetig differenzierbare Funktion ¢(g,p,t) existiert, so dass die
Gleichung
oL
= 5. \4 ] P, t), 1
P= 5 (¢:4(q, p, 1), 1)
gilt. Die Abbildung
(a,p,t) = (¢,4(q,p, ), 1)

heilt dabei Legendre—Transformation.

Definition 3.2 Die reellwertige Funktion

H(q,p,t) = p (g, p,t) — L(g,d(q,p,t),t)

heifit Hamilton—Funktion eines konservativen mechanischen Systems. o

Beispiel Oszillator: Die Gleichung

oL
= 7L 7 = y:
P= (¢,4,t) =mq

ist gerade erfiillt fiir ¢(q,p,t) = £. Also lautet die Hamilton-Funktion

2 2 2
p° P Lo 1p7 1, 4
H(qg,p,t) = — — ~— + —kq® = = — + Zk¢>.
(ept) = —5m 3 om 2"
Beispiel Pendel: Fiir das Pendel gilt
oL
=—L ) .7t = ? .7
P= 5 (¢,4,t) =mp~q
also ist »
. =
(g, p;t) p
wegen
oL P
—L(q,4q t),t) = mp3q t) =mp*—— =
9 (¢,4(q,p, 1), t) = mp~4(q,p,t) = mp mp? =P

die gesuchte Abbildung mit Legendre-Transformation

(¢:p,t) = (q,p/(p*m),t).
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Die Hamilton—Funktion unseres Pendels lautet demnach

2 2 1 p2
H(q,p,t) = mpfpg - %/ﬁ (ﬂlpr) — mgp cos q + mgp = §mp7p2 — mgp cos q + mgp.
Sei nun ¢(t) eine Losung von (3.2) mit
oL )
p(t) - %(Q(t)»Q(t)at)-
Dann folgt aus der Definition von ¢(q, p,t) die Identitét
q(t)(q(t), p(t),t) = 4(t).
Fiir H gilt nun
. l
oOH _ T 04 oL 94
@), p),t) = ¢i(t) +pT =L (qt),p(t),t) — S == (q(t), £),p(t), t
3y, @000 = (0427 SO0, = 3 00 0) 5 00001
=p;(t)
= (1)
fir j=1,...,l und
0H 7 04 oL
—(q(?), , ) = —(q(?), ,0) — =—(q(t),p(t),©
3q](Q()p() ) 8qj(()p() ) aq](q()p() )
!
oL . 8%
— —(q(?), , t),p(t),t
3 gy 00 60-0) 0,000
=pi(t)
oL . _d (0oL :
= —grta.a0. = 5 (Gra.a0.0)
= —pi(1)
Also erfiillt die Funktion (¢q(¢),p(t)) die DGL erster Ordnung
. 0H
. oOH
pt) = =5, at)p)?)

das sogenannte Hamilton—System.

Umgekehrt kann man nachweisen, dass jede Losung des Hamilton—Systems eine Losung
der Lagrange—Gleichungen induziert. Die zwei Systeme sind also dquivalent.

Die Hamilton—Funktion ist deswegen eine schone Form der Gleichung, da sie (in vielen
Fillen) eine explizite physikalische Interpretation besitzt: H(q,p,t) ist gerade die Gesam-
tenergie des Systems, die — aufgrund der Konservativitit des Systems — entlang von
Losungen konstant ist.
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Beispiel Oszillator: Wir erhalten

OH P OH
afp(q,p,t) =~ und %(q,p, t) = kq.

Damit ergibt sich das Hamilton-System zu

i) = £
Pt) = —ka(t).

Es ist nicht iiblich, die Reibung in die Berechnung der Hamilton-Funktion einzubeziehen. Diese
kann aber leicht wieder nachtriglich hinzugefiigt werden. Die zweite Gleichung &ndert sich dann zu

p(t) = —kq(t) — cq(t).

Beispiel Pendel: Fiir das Pendel gilt

OH P
afp(q,p,t) =

und
O 4p,1) i
—(q,p,t) = mgpsing.
5'(] q,p gp q

Wir erhalten also das Hamilton—-System

.~ P
q(t) - me
p(t) = —mgpsing(?)

Der Vorteil der in den Beispielen erhaltenen Skalierung gegeniiber der direkten Herleitung
eines Modells erster Ordnung liegt darin, dass die Hamilton-Funktion hier tatséchlich die
Gesamtenergie des Systems beschreibt. Im Pendelbeispiel ist dies gerade

2

1 p
H(q,p,t) = Smp mgp cos q + mgp,

also die Summe der kinetischen Energie %W%Q und der potentiellen Energie —mgp cosq +
mgp.

3.4 Das Pendel mit beweglichem Aufhingepunkt

Wir wollen die Herleitung der Pendelgleichung noch einmal wiederholen, jetzt aber mit
beweglichem Aufhéingepunkt a(¢). Dabei nehmen wir an, dass a; und as zweimal stetig
differenzierbar sind und as = 0 ist.

Fiir die Funktionen ¢; und ¢y ergibt sich so

ci(r,t) = ||r —a(t)|? — p? und co(r) = 2.
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Die Parametrisierung der verallgemeinerten Koordinaten lautet dann

psing + a;(t)
r(g,t) = | —pcosqg+as(?)
0

Daraus folgt fiir die Geschwindigkeit

pcosq(t) a1(t)
v(t) = | psing(t) | q(t)+ [ ax(t)
0 0

Fiir die kinetische Energie erhalten wir dann

T(a.4:t) = 5 0°¢* +mp( cos(q)an (1) + sin(q)as(t) ) 4 + 5 ()

2

An der Schwerkraft dndert sich nichts, weswegen weiterhin W (q,t) = —mgp cos ¢ gilt. Auf
die Verschiebung des Nullpunkts durch einen additiven Term verzichten wir jetzt, da das
Minimum jetzt ja vom beweglichen Punkt a(t) abhéngt. An der nachfolgenden Rechnung
wiirde dieser Term sowieso nichts dndern, weil er beim Ableiten wieder wegfallt.

Fiir die partiellen Ableitungen der Lagrange-Funktion L(q,q,t) = T (q,q,t) — W(q,t) gilt
nun

OL

g5 @dt) = G2+ mp( cos(@)in(t) + sin(a)ia())

2
= mp (pq' + cos(q)ai (t) + sin(q)@(t))
und damit
% e tani.o] -
mp(pi(t) = sin(a(t)q(t)an (1) + cos(q(t))in(£) + cos(q(t) d(t)aa(t) + sin(a(t))iz (1)),

sowie

oL, . . ) ) . .
g @ 0:0) = mp( —sin(q)ir (1) + cos(@)a(r) g — mgpsing.
Damit erhalten wir die Bewegungsgleichung

0 - ;t[g;@m,q-(w,o]qu(w,q«w,w

= mp(pi(t) + cos(a(t))in (1) + sin(g(t)) () + gsina (1))

Fiigen wir wie oben Reibung hinzu (an der sich durch die Hinzunahme von a(t) nichts
andert), so erweitert sich die Gleichung zu

0=mp (pd(t) + cos(q(t))d1(t) + sin(q(t))dz(t) + gsin Q(t)) + cpq(t).
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Umrechnen in ein System erster Ordnung mittels der Hamilton-Funktion liefert

i = PO
i = mp? (3.6)
p(t) = —mp( cos(g(t))in(t) + sin(q(t))iz(t) + gsing(t)) — cpi(t).

Das Bewegen des Aufhidngepunktes kann die Pendelbewegung stark verdndert. Z.B. ist
es durch eine geeignete horizontale Bewegung des Pendels mdglich, dass dieses nicht wie
iiblich in der unten hingenden Position verharrt, sondern sich statt dessen in die aufrechte
Position bewegt und dort balanciert. Experimente hierzu werden in der Vorlesung gezeigt.

Durch eine periodische vertikale Bewegung, die durch die Wahl a; = 0, ay(t) = AcosQt
gegeben ist, woraus
do(t) = —AQ? cos Ot

folgt, kann sogar eine chaotische Bewegung des Pendels erzeugt werden. Fiir die Parameter

2

¢ _02 9—1ua 2 _q4
p p

Q=157 —
mp

erhilt man das in Abbildung 3.5 dargestellte Verhalten.

80

» IS E
° 3 & 2

S

Winkel 8(t) (), Winkelgeschwindigkeit ct) (I}
]

_aob

Abbildung 3.5: Losungen des Pendelmodells (3.6) in Abhéngigkeit von ¢

Das Ganze sieht recht “chaotisch” aus und tatsédchlich ist dies ein Beispiel fiir eine Dif-
ferentialgleichung mit sogenanntem chaotischen Verhalten. Die Losungen der Gleichung
zeigen einen quasi zufilligen Verlauf: es ist nicht vorhersagbar, wann sich das Pendel
iiberschligt, die Richtung &dndert etc. Trotzdem lassen sich in diesem chaotischen Ver-
halten GesetzméifBigkeiten erkennen. Hierzu muss man zunéchst die vorhandenen Periodi-
zitdten beriicksichtigen: Man kann in der Gleichung alle Winkel 61, 6s mit 61 = 0 + 2k
fiir ein £ € Z identifizieren, da diese Werte die gleichen Positionen darstellen. Mittels
O(t) = 0(t) — 2k(t)m (fiir das richtige k(¢)) kann man die - Komponente der Lésung in das
Intervall [—7, 7] “projizieren”. Zusétzlich kann man die Periodizitéit der Beschleunigung
berticksichtigen: Fiir alle t € R gilt cos Qt = cos Q(t + kT') fiir T = 27/ und alle k € Z).
Aufgrund dieser Beobachtung ist es sinnvoll, die Lésungen jeweils nach einer Periode der
Beschleunigung darzustellen. Es zeigt sich, dass fiir jedes to € R eine (recht komplizierte)
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Menge A, existiert, so dass jede “periodisch ausgewertete” Losung, also jede Folge der
Form

x(to + kT;to,.%’o) fir k=0,1,2,...

gegen diese Menge konvergiert. Diese Menge Ay, heiit Attraktor. Durch Darstellung der
Punkte x(ty + kT'; to, xo) fir k = ko, ..., k1 mit hinreichend groflen k; >> ko >> 0 kann
man einen Eindruck von dieser Menge gewinnen*. Abbildung 3.6 zeigt die Punkte x(to +
kT tg, wo) fiir 29 = (1,1)T, tg = T/2 und k = 101, ..., 10000.

eschwindigkei)

(1) (Winkelg
.

Abbildung 3.6: Approximation des Attraktors des Pendelmodells (3.6)

Diese numerischen Ergebnisse lassen sich durch reale Experimente bestitigen. Im Buch
R.W. Leven, B. Koch und B. Pompe, “Chaos in dissiptiven Systemen”, Akademie Verlag

1989 (1. Auflage) und 1994 (2. Auflage) finden sich in Kapitel 1 der Versuchsaufbau und
experimentelle Resultate.

4Es gibt auch spezielle Algorithmen zur genaueren Berechnung von Attraktoren, diese werden in der
Vorlesung “Numerik dynamischer Systeme” im kommenden Wintersemester behandelt.
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Kapitel 4

Stochastische
Differentialgeichungen

Stochastische Differentialgleichungen finden vor allem in zwei Bereichen Anwendung: in
der Physik und in der Finanzmathematik. Die wesentliche Eigenschaft dieser Gleichun-
gen ist, dass die Losungen zufillige Funktionen, also stochastische Prozesse sind. Daher
werden sie in der statistischen Physik zur Modellierung kleiner Teilchen verwendet, deren
genaue Bewegungen man nicht kennt und in der Finanzmathematik zur Modellierung von
Wertpapierkursen, deren zukiinftige Entwcklung man ebenfalls nicht genau kennt.

Wir werden hier einige grundlegende Prinzipien dieser Gleichungen betrachten. Im nachfol-
genden Kapitel werden wir diese dann verwenden, um die Diffusions- oder Warmeleitungs-
gleichung hrzuleiten, die die zufillige Bewegung sehr vieler kleiner Teilchen “im Mittel”
beschreibt.

4.1 Stochastische Differentialgleichungen

Um eine stochastische Differentialgleichung zu formulieren, miissen wir zunédchst erklaren,
auf welche Weise der “Zufall” in unsere Differentialgleichung eingeht.

Vereinfacht kann man eine stochastische Differentialgleichung zunéchst als eine Differenti-
algleichung der Form (1.1) mit der speziellen Wahl

#(t) = f(t,2(t)) := alt, z(t)) + b(t, 2(1))g(t) (4.1)

schreiben!. Hierbei sind a, b : R xR™ — R" gewdshliche Funktionen, der Zufall kommt durch
die Funktion g ins Spiel, die ndmlich keine “feste” Funktion ist, sondern eine Funktion, die
abhéngig vom Zufall verschiedene Gestalt annehmen kann. Fiir jedes mogliche g erhalten
wir fiir einen festen Anfangswert weiterhin eine eindeutige Losung. Da diese aber nun von
g abhéngt und g zufillig ist, ist in diesem Sinne auch die Losungstrajektorie zufillig.

Natiirlich ist g nicht “irgendwie” vom Zufall abhéngig, sondern geniigt gewissen statisti-
schen Regeln. Um diese zu definieren, werden wir zuerst einige Grundbegriffe einfiihren.

!Dies ist eine vorldufige Schreibweise, siehe (4.13) fiir die mathematisch gebrauchliche Formulierung.
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4.1.1 Einige stochastische Grundbegriffe

Wir beginnen mit dem Konzept des Wahrscheinlichkeitsraumes. Dieser besteht aus einer
Menge €2 von Elementarereignissen, einer Menge von Ereignissen A, deren Elemente A € A
Teilmengen A C 2 sind und einem Wahrscheinlichkeitsmafi P : A — R, das jedem Ereignis
A € A eine Wahrscheinlichkeit zuordnet. Man schreibt einen Wahrscheinlichkeitsraum als
Tripel (2, A, P) (P steht fiir “Probability” =Wahrscheinlichkeit). Am Einfachsten lisst sich
dieses abstrakte Konzept durch ein einfaches Beispiel erldutern:

Wenn der Raum z.B. das mathematische Modell eines Wiirfels ist, so kann das Ergebnis
eines jeden Wurfs einen der Werte Q2 = {1,2,3,4,5,6} annehmen. Bei einem idealen Wiirfel
ist die Wahrscheinlichkeit fiir jeden Wert gleich groff. Da man in der Mathematik die
Konvention macht, dass sich alle Einzelwahrscheinlichkeiten zu 1 aufsummieren (formal:
P(Q) = 1) und gerade 6 Werte existieren deren Wahrscheinlichkeiten gleich groff sind,
miissen diese also gleich 1/6 sein. Man schreibt P(w) = 1/6 fiir jedes w € § . Durch die
Funktion P(w) fiir alle w € Q ist die Abbildung P vollstindig beschrieben. Hieraus kann
man z.B. leicht die Wahrscheinlichkeit ausrechnen, dass man eine gerade Zahl wiirfelt, da
sich diese Wahrscheinlichkeit als Summe der Finzelwahrscheinlichkeiten ergibt; mit A =
{2,4,6} ist nidmlich

1

+1—
6 2

P(A) = Y P(w) = P(2) + P(4) + P(6) = é 41

wEA

(@]

Im endlichen Fall gilt die allgemein die einfache Formel

P(A) =) P(w), (4.2)

w€EA

d.h. aus der Wahrscheinlichkeit der Elementarereignisse kann man die Wahrscheinlichkeit
beliebiger Ereignisse A € A durch Aufsummieren berechnen. Welche Ereignisse man in
die Ereignismenge A aufnimmt, hingt davon ab, welche Eregnisse man modellieren will.
In jedem Fall muss © und () in A enthalten sein und die Menge A muss abgeschlossen
beziiglich Vereinigung und Durchschnittbildung sein. Diese Details sind fiir eine rigorose
mathematische Betrachtung zwar wichtig, fiir uns hier aber eher nebenséchlich, da wir sie
nicht direkt verwenden werden.

Stattdessen benutzen wir ein weiteres Konzept, namlich das der Zufallsvariablen. Eine Zu-
fallsvariable X ist keine Variable im klassischen Sinne, sondern eine Abbildung X : 2 — R;
jedem Element aus 2 wird durch X eine reelle Zahl zugeordnet. Wenn wie im obigen
Wiirfelbeispiel 2 C R gilt, kann man X im einfachsten Fall als Identitét definieren. Der
grofe Vorteil bei der Verwendung von Zufallsvariablen liegt darin, dass man auf den reellen
Zahlen alle Techniken der Analysis zur Verfiigung hat, was das Rechnen mit Wahrschein-
lichkeiten deutlich vereinfacht. Wenn man zufillig einen Wert w aus €2 “zieht”, so nennt
man den Wert X (w) eine Realisierung von X. Anders gesagt, ist eine Realisierung X (w)
von X gerade das Ergebnis eines mittels X ausgewerteten Zufallsexperimentes.

Um zu beschreiben, wie sich die zufélligen Realisierungen von X statistisch verhalten,
benétigt man das Konzept der Wahrscheinlichkeitsverteilung Px von X. Fiir eine Menge
B C R gibt Px(B) die Wahrscheinlichkeit an, mit der eine Realisierung X (w) in B liegt.
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Man kann Px ausgehend vom Wahrscheinlichkeitsmafl P auf 2 definieren, indem man
einfach
Px(B) :=P({w € Q| X(w) € B})

setzt. Diese Definition setzt natiirlich die Kenntnis von P voraus. (Wir nehmen hier zu-
dem implizit an, dass A = {w € Q| X(w) € B} in A liegt, so dass wir P darauf anwen-
den kénnen.) Wir werden im Folgenden aber meist andersherum vorgehen, indem wir uns
némlich fiir X ein Px vorgeben, ohne dass wir das zugrunde liegende Wahrscheinlichkeits-
mafl P auf 2 nédher betrachten oder auch nur kennen. Falls X nur endlich viele Werte
annimmt, also X(Q) = {x1,...,zy} ist (man sagt, X ist eine diskrete Zufallsvariable),
so reicht es dazu wiederum aus, nur Px(x;) festzulegen und Px(z) = 0 fiir z ¢ X(Q2) zu
setzen. Analog zu (4.2) gilt dann

Px(B)= Y Px(a), (4.3)

z€B

Falls  eine unendliche Menge ist und X unendlich viele verschiedene Werte annimmt,
so ist die Sache etwas komplizierter. Wir konnen uns fiir unsere Zwecke aber auf den
Spezialfall einschrénken, in dem X () = R ist, also alle méglichen Werte in R angenommen
werden (man sagt, X ist eine kontinuierliche Zufallsvariable) und wir die Verteilung von X
durch eine stetige Funktion p : R — R, die sogenannte Dichtefunktion beschreiben kénnen.
Diese Funktion p spielt in gewissem Sinne die Rolle der Wahrscheinlichkeiten Px (z;) fiir
Elementarereignisse im endlichen Fall. Zwar gibt p(z) hier nicht die Wahrscheinlichkeit des
Elementarereignisses X (w) = x an, man kann aber analog zu (4.3) eine Formel fiir die
Wahrscheinlichkeit Py (B) von Ereignissen B C R angeben. Diese ist gegeben durch

Px(B) = /00 xB(x)p(x)dz, (4.4)

—00
wobei xp die sogenannte charakteristische Funktion der Menge B ist, die durch

(z) = 1, fallsz e B
XBW) =0, fallsz ¢ B

gegeben ist. Die spezielle Wahrscheinlichkeitsfunktion

a

P(a) = Px((~00,a]) = / p()dz

—00

heifit (zu p gehorige) Verteilungsfunktion. An diesem Punkt stellen sich eine ganze Reihe
von mathematischen Fragen: Wie ist das Integral (4.4) definiert (Antwort: als Lebesgue—
Integral), fiir welche Mengen B C () existiert (4.4) (Antwort: gerade die Mengen, fiir die x
eine Lebesgue—messbare Funktion ist), etc. Diese Fragen werden wir hier nicht im Detail
betrachten kénnen; wir verweisen dazu auf die Einfithrung in die Stochastik.

Ereignisse B C R, fiir die Px(B) = 1 gilt, nennt man fast sicher. Das Adjektiv “fast” ergibt
sich hierbei aus einer Eigenschaft kontinuierlicher Zufallsvariablen, die am Anfang paradox
erscheint: Px(B) = 1 garantiert nicht, dass X (w) fiir jedes w € © in B liegt. Die tiefere
mathematische Begriindung liegt in der Lebesgue—Integrationstheorie; intuitiv kann man
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dies aber auch schon auf den natiirlichen Zahlen erliutern: Nehmen wir an, dass der Wahr-
scheinlichkeitsraum einen “Wiirfel” mit N verschiedenen Seiten 2 = {1,..., N} beschreibt
und X die Identitét ist. Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses X € B = {2,..., N} be-
tragt offenbar Px(B) = (N —1)/N =1 —1/N. Je grofler die Seitenanzahl N wird, desto
néher ist Px(B) an 1. Fiir einen hypothetischen Wiirfel mit N = oo Seiten gilt demnach
Px(B) = 1, trotzdem ist es nicht unméglich, dass eine 1 geworfen wird, also X (w) =1 ist.
Dieses Ereignis ist nur extrem unwahrscheinlich in dem Sinne, dass es unendlich viele ande-
re mogliche Ergebnisse gibt. Beim Rechnen mit kontinuierlichen Zufallsvariablen muss man
zwischen “fast sicher” und “sicher” nicht unterscheiden, da man die sehr unwahrscheinli-
chen anderen Ereignisse einfach vernachlissigen kann, was sich wiederum mathematisch
rigoros aus der Lebesgue-Integrationstheorie ergibt.

Wir werden uns ist im Folgenden nur mit einer ganz speziellen kontinuierlichen Zufallsva-
riablen X beschéftigen, ndmlich der sogenannten  Gauf—verteilten Zufallsvariablen. Fir
diese Zufallsvariable hingt die Dichte p von zwei (konstanten) Parametern pu,o € R mit
o > 0 ab und ist gegeben durch

p(z) = \/21?0 exp <_(”“’2;2“)2> . (4.5)

Fiir GauB3—verteilte (auch normalverteilte oder kurz GaufS’sche) Zufallsvariablen schreibt
man oft X ~ N(u,0?). Eine Zufallsvariable X ~ N(0,1) heifit standard-normalverteilt.
Abbildung 4.1 zeigt die Dichtefunktion p fiir die Standard—Normalverteilung.

Abbildung 4.1: Dichtefunktion der Gaufy’schen Zufallsvariablen fiir 4 =0 und o =1

Grafisch kann man sich (4.4) so vorstellen: Falls B = [a,b] ein Intervall ist, so ist die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Realisierung X (w) von X in B liegt, gerade gleich der Fliche
unter dem Graphen von p. In Abbildung 4.2 ist dies fiir B = [1, 3] dargestellt.

Die Gauf’sche Zufallsvariable kann also Werte in ganz R annehmen (p ist nirgends gleich
0), allerdings ist die Wahrscheinlichkeit betragsmifiig groler Werte sehr gering, da p fiir
grofe |z| sehr klein wird.

Ausgehend von der eben betrachteten Verteilung kann man eine Reihe von Kenngroflen fiir
X definieren; zwei davon sind fiir uns wichtig. Wir beschréinken uns hierbei auf kontinuier-
liche Zufallsvariablen.
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Abbildung 4.2: Wahrscheinlichkeit von B = [1, 3] als Flidche unter p

Die erste wichtige Grofe ist der Erwartungswert von X, der mit E(X) bezeichnet wird.
Anschaulich ist dies nichts anderes als der Mittelwert, den man erhilt, wenn man iiber alle
moglichen Realisierungen X (w) von X beziiglich ihrer Wahrscheinlichkeit mittelt, fiir eine

Folge X (w1), X (w2), ... von Realisierungen also
1 n
E(X) := lim — 2 X (wi). (4.6)
1=

Formal definiert man den Erwartungswert geeigneter iiber die Dichtefunktion, ndmlich als

E(X):= Y aPx(x) (4.7)

2, €X(Q)

fiir diskrete und, analog, .
E(X) ::/ xp(z)dz, (4.8)
—0o0
fiir kontinuierlichne Zufallsvariablen, wobei wir voraussetzen, dass dieses Integral existiert.
Fiir die GauB—Verteilung errechnet man E(X) = p. Es ist im iibrigens nicht trivial zu
beweisen, dass diese beiden Definitionen von E(X) {ibereinstimmen.

Man rechnet leicht nach, dass der Erwartungswert linear in X ist, d.h. fiir zwei Zufallsva-
riablen X; und Xy und ag, a9 € R gilt E(a; X1 + asXs2)) = aiE(X1) + aoE(X3). Beachte
hierbei, dass Summen, Differenzen und reelle Vielfache von Zufallsvariablen wieder Zufalls-
variablen sind.

Die zweite wichtige Grofle ist die Varianz von X, geschrieben Var(X). Sie gibt an, wie weit
sich die einzelnen Realisierungen im Mittel vom Erwartungswert entfernen kénnen, man
sagt auch, wie weit die Werte “streuen”. Sie ist definiert durch

Var(X) = B((X — ).
Eine einfache Rechnung ergibt wegen E(X) =

Var(X) = E(X — p)?) = E(X? = 2uX + p*) = E(X?) — 2uE(X) + p* = B(X?) — p*.
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Fiir die GauB—Verteilung errechnet man Var(X) = 0.

Zuletzt wollen wir noch kurz das Prinzip der Unabhdngigkeit von Zufallsvariablen betrach-
ten. Zwei auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) definierte Zufallsvariablen
X1 :Q — Rund Xo : © — R heilen unabhingig, wenn eine Realisierung X;(w) von
X1 keine Informationen iiber die Realisierung Xo(w) von Xy (fiir das gleiche w) enthiilt,
und umgekehrt. Auf die mathematisch préazise Beschreibung dieser informellen Definition
wollen wir verzichten; wir wollen sie aber an einem Beispiel erldutern.

Es sei (92,.A,P) der Wahrscheinlichkeitsraum, der das (gleichzeitige) Wiirfeln mit zwei
Wiirfeln beschreibt. Jedes Elementarereignis ist also ein Paar w = (w1, w2) von Wiirfelwer-
ten, wobei die erste Komponente w; das Ergebnis des ersten Wiirfels und we das Ergebnis
des zweiten Wiirfels beschreibt (wir nehmen an, dass die zwei Wiirfel unterscheidbar sind).
Dies fiihrt zu Q = {(1,1),(1,2),...,(6,6)} C N2. Als A wihlen wir alle moglichen Teil-
mengen von ). Offenbar ist (fiir ideale Wiirfel) P(w) = 1/36 fiir jedes Element w € 2, da
Q) gerade 36 = 6 x 6 Elementarereignisse enthélt, die alle gleich wahrscheinlich sind. Wir
betrachten nun drei Zufallsvariablen, die als Wert das Ergebnis des ersten Wiirfels, des
zweiten Wiirfels und die Summe der Wiirfelwerte ausgeben, also X (w) = wi, Xo(w) = wa
und X3(w) = wy +ws. Jede Realisierung dieser Variablen entspricht nun einem (simultanen)
Wurf der zwei Wiirfel. Offenbar kann man aus dem Ergebnis des ersten Wiirfels keinerlei
Riickschliisse auf das Ergebnis des zweiten Wiirfels ziehen: Unabhéingig davon, was beim
ersten Wiirfel herauskam, ist beim zweiten Wiirfel jeder Wert 1, ..., 6 weiterhin gleich wahr-
scheinlich. Die Zufallsvariablen X7 und X5 sind also unabhdngig. Wenn wir aber X; und X3
betrachten, so dndert sich die Situation: Die Wahrscheinlichkeit, dass X3(w) den Wert 12
annimmt, ist gerade 1/36 (von den 36 mdoglichen Wiirfelkombinationen liefert gerade eine
die Summe 12). Wenn wir aber wissen, dass die Realisierung X;(w) = w; = 1 ist, so kann
die Summe X3(w) = wi +ws = 14 w9 hochstens den Wert 7 annehmen; die Wahrscheinlich-
keit fiir X3(w) = 12 ist unter dieser Vorinformation also gleich 0. Diese Wahrscheinlichkeit
unter zusétzlicher Vorinformation nennt man bedingte Wahrscheinlichkeit. Da sich nun die
bedingte Wahrscheinlichkeit der Zufallsvariablen X3 unter Vorinformation aus X7 von der
unbedingten Wahrscheinlichkeit unterscheidet, ist hier gerade der Fall nicht unabhdngiger
Zufallsvariablen gegeben.

Fiir unabhéngige Zufallsvariablen X7 und X5 gelten eine Reihe von Eigenschaften, z.B. gilt
E(X1X9) = E(X;)E(X2), (4.9)

was fiir beliebige Zufallsvariablen im Allgemeinen nicht gilt.

4.1.2 Der Wiener Prozess

Zur Definition der stochastischen Differentialgleichung benétigen wir nun einen Begriff fiir
zuféllige Funktionen. Eine “zufillige Funktion” ist dabei nichts anderes als eine Funktion
X : Rx Q — R, die fiir jedes feste t gerade eine Zufallsvariable X (¢,-) : Q@ — R ist,
wobei fiir alle ¢ der gleiche Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) zu Grunde liegt. Solch eine
Funktion nennt man stochastischen Prozess. Beachte, dass wir keinerlei Annahmen iiber den
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) voraussetzen; wichtig ist nur, dass alle Zufallsvariablen
X auf dem selben Raum definiert sind. Fiir jedes feste w €  ist die Realisierung X (-, w) :
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R — R eine “normale” reelle Funktion. Statt Realisierung spricht man bei stochastischen
Prozessen vom Pfad.

Der stochastische Prozess, den wir hier ndher betrachten wollen und aus dem das obige g
spater hervorgehen wird, ist der sogenannte Wiener Prozess, der iiblicherweise mit W be-
zeichnet wird und fiir ¢ > 0 definiert ist. Die Definition des Wiener Prozesses ergibt sich aus
der von N. Wiener? eingefiihrten mathematischen Beschreibung der Brown’schen Bewegung,
die in der Physik die zufillige Bewegung eines auf einer Wasseroberfliche schwimmenden
Teilchens beschreibt. Formal verlangt man die folgenden Bedingungen:

(i) W(t) ist eine Gaufi—verteilte Zufallsvariable mit E(W (¢)) = 0 und Var(W(t)) =t

(ii) Fiir t; > to > 0 sind die Inkremente W (t;) — W (to) GauB—verteilte Zufallsvariablen
mit E(W(tl) — W(to)) =0 und Var(W(tl) — W(to))) =t — 1o

(iii) Fiir s > sop > t1 > tg > 0 sind die Inkremente W (t1) — W (tg) und W(s1) — Wi(so)
unabhéngige Zufallsvariablen.

Beachte, dass wir oben die Gau3—Verteilung nur fiir ¢ > 0 definiert haben. Hier erhalten
wir fiir ¢ = 0 die Bedingung Var(W(0)) = 0, womit einfach Py (o) (1) = 1 gemeint ist. Mit
anderen Worten nimmt die Zufallsvariable W (0) also fast sicher ihren Erwartungswert p
(hier 4 = 0) an.

Ein Pfad W (t,w) von W ist also gerade eine der vielen méglichen zufélligen Funktionen,
die (in ihrer Gesamtheit) den obigen Bedingungen geniigen. Fiir diese Pfade kann man
beweisen, dass sie fast sicher stetig in ¢ sind (zur Erinnerung: dies bedeutet, dass das
Ereignis A = {w € Q| X (t,w) ist stetig in ¢t} die Wahrscheinlichkeit P(A) = 1 besitzt)
aber auch fast sicher nirgends differenzierbar. Abbildung 4.3 zeigt drei verschiedene Pfade
des Wiener Prozesses.

Abbildung 4.3: Verschiedene Pfade des Wiener Prozesses

Die Bedingung (i) besagt gerade, dass die Streuung der Werte der Pfade W (t,w) um so
grofer wird, je grofler ¢ wird. Der Mittelwert ist dabei zu jedem Zeitpunkt gleich 0. Die
Bedingung (ii) bedeutet, dass der stochastische Prozess W (t) = W (t + tg) — W (to) wieder

2US-amerikanischer Mathematiker, 1894-1964
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ein Wiener Prozess ist. Wenn wir also ein “Endstiick” eines Pfades abschneiden und dessen
Anfangspunkt in den Nullpunkt verschieben, so erhalten wir wieder einen Pfad des Wie-
ner Prozesses. Diese zwei Eigenschaften kann man anhand der Grafik gut nachvollziehen.
Bedingung (iii) schlieflich besagt, dass man aus der Kenntnis eines Teilstiicks eines Pfades
auf einem Teilintervall [to,t1] keinerlei Vorhersagen iiber den Verlauf auf einem anderen
Teilintervall [sg, s1] mit s9 > t; machen kann, wenn man nur die Informationen iiber die
Anfangswerte durch Abziehen der Werte W (so) und W (tp) “loscht”. Der Pfad kann sich
also zu jedem Zeitpunkt mit exakt der gleichen Wahrscheinlichkeit nach oben oder unten
bewegen, egal welchen Verlauf er bis zu diesem Zeitpunkt genommen hat.

4.1.3 Das Ito—Integral

Betrachtet man die Pfade in Abbildung 4.3, so kann man durchaus eine vage Ahnlichkeit
mit den Kursdiagrammen z.B. von Aktienkursen erkennen. Selbst fiir eine sehr grobe Mo-
dellierung von solchen Kurswerten ist der Wiener Prozess aber doch noch zu einfach, denn
es gibt keine Parameter, an denen man “drehen” konnte, um den modellierten Verlauf
einem echten Kursverlauf anzupassen: Der Wiener Prozess besitzt noch zu wenig Struktur.

Er ist aber bestens geeignet, um als “Zutat” in der Definition stochastischer Differential-
gleichungen eine wichtige Rolle zu spielen; vereinfachend gesagt soll die zuféllige Funktion
g in (4.1) gerade die Ableitung des Wiener Prozesses sein. Um die dabei auftretenden ma-
thematischen Probleme und ihre Lésung zu erldutern, wollen wir hier zunéchst die denkbar
einfachste stochastische Differentialgleichung betrachten und dann zur allgemeinen Formu-
lierung iibergehen.

Zunéchst einige Anmerkungen zur Notation: Da die Losung einer SDG {iber den einge-
henden Wiener Prozess wieder eine zufillige Funktion — also ein stochastischer Prozess
— ist, verwenden wir hier fiir den gesuchten unbekannten Prozess die grof3 geschriebene
Bezeichnung X (t), bzw. mit Anfangswert Xy € R™ und Anfangszeit ¢y € R die Schreibweise
X(t;to, Xo). Wir erlauben hierbei, dass X vektorwertig, also aus dem R" ist, was einfach
bedeutet, dass X = (X1, Xo,..., X,,)7 ist, wobei die X; reellwertige stochastische Prozesse
im oben eingefiihrten Sinne sind. Zu jedem Pfad W (¢, w) des eingehenden Wiener Prozesses
gehort dann ein Losungspfad des X—Prozesses, den wir mit X (¢; o, Xo,w) bezeichnen.

Die technische Hauptschwierigkeit in der mathematischen Formulierung stochastischer Dif-
ferentialgleichungen zeigt sich nun bereits bei einer scheinbar trivialen Aufgabe, ndmlich
dem Problem, eine stochastische Differentialgleichung aufzustellen, deren Losung gerade
der Wiener Prozess ist. Scheinbar trivial ist die Aufgabe deswegen, weil wir ja den Wiener
Prozess als gegeben voraussetzen und in der Formulierung verwenden diirfen, weswegen es
nahe liegt, einfach die Differentialgleichung

d d

—X(t)=—=-W(t 4.10
SX (1) = SW) (110)
mit Anfangsbedingung Xy = W(0) zur Anfangszeit typ = 0 zu verwenden. Das Problem
ist jetzt aber: Was verstehen wir unter “%W(t)”? Man wiirde vielleicht versuchen, die
Ableitung pfadweise auffassen, d.h., wir berechnen die Ableitung fiir jeden Pfad W (t,w).
Nur ist ein typischer Pfad W (t,w), wie oben erwihnt, nirgends differenzierbar.
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Zunichst einmal bietet es sich an, die Gleichung (4.10) analog zu (1.3) in Integralform

td
X(t)=Xo+ [ —W(r)d
(1) =Xo+ | L W(rr
zu schreiben. Jetzt konnten wir formal integrieren, was uns aber bei der Frage “was ist
%W(t)?” nicht weiter bringt. Fiir das obige sogenannte stochastische Integral haben sich
in der Literatur die kiirzeren Schreibweisen

t t
/ dW(r) oder / dW;
0 0

eingebiirgert, die wir hier iibernehmen wollen. Dies zeigt die Richtung auf, die wir zur
Losung unseres Problems einschlagen wollen: Anstatt die Ableitung %W(t) zu betrachten,
werden wir versuchen, diesem stochastischen Integral eine mathematische Definition zu
geben, die

(i) wohldefiniert ist, obwohl %W(t) nicht existiert
(ii) das gewtiinschte Ergebnis, ndmlich X (t) = W (¢), liefert

(iii) sich auf allgemeinere Integrale der Form

I(F) = /t " Faw, (4.11)

verallgemeinern lasst, damit wir auch kompliziertere SDGs formulieren kénnen. Hier-

bei ist F' wiederum ein stochastischer Prozess, der auf dem selben Wahrscheinlich-
keitsraum wie W definiert ist.

Wir wollen dieses Konzept nun fiir Integrale der Form (4.11) angeben. Die hier vorgestellte
Losung geht auf Kiyosi It6? zuriick und wurde in den 1940er Jahren entwickelt. Die Idee
besteht darin, das Integral (4.11) fiir jedes Paar von Pfaden F'(¢,w) und W (t,w) durch den
Limes einer geeigneten Summe zu approximieren. Wir wihlen dazu ein N € N und eine
Folge von Zeiten Ti(N), 1 =20,1,..., N mit

(N) (N)

<L < Ty

und definieren fiir jedes w € )

N—
IMF)w) =3 FEM w)W(r w) — W™, w)).

1=

—_

Das Integral (4.11) wird nun iiber den Limes dieser Summe definiert. Betrachte eine Familie

von Folgen Ti(N) fir N € N mit imy_,o0 6(N) = 0, wobei §(N) := max;—1 N Ti(N) — Ti(ivl)
ist. Dann definieren wir
I(F) := lim IM)(F). (4.12)

N—oo

3japanischer Mathematiker, 1915-2008, auch It6 geschrieben



64 KAPITEL 4. STOCHASTISCHE DIFFERENTIALGEICHUNGEN

Diese Definition wirft zunédchst eine Reihe von Fragen auf, denn da die Pfade des Wiener
Prozesses sehr unangenehme Funktionen sein konnen, ist nicht garantiert, dass dieser Limes
fiir jedes w iiberhaupt existiert. Tatséchlich lag der Haupttrick von It6 darin, zu definieren,
was der Limes in (4.12) eigentlich bedeuten soll. Dieser Limes ist ndmlich nicht pfadweise
zu verstehen (in dem Sinne, dass wir limy_,o IN) (F)(w) fiir jedes w € Q bilden), sondern
man muss die Werte I(V)(F) ebenso wie das Integral I(F) wieder als Zufallsvariablen
IN)(F) : Q — R bzw. I(F) : Q — R auffassen. Fiir Zufallsvariablen gibt es verschiedene
Konvergenzbegriffe und der hier geeignete ist der Begriff der Quadrat—Mittel-Konvergenz,
der wie folgt definiert ist: Eine Folge von Zufallsvariablen Xy : 2 — R konvergiert im
Quadrat—Mittel-Sinne gegen eine Zufallsvariable X : 2 — R, falls

lim E(|Xy — X[*) =0
N—oo

gilt. Mit diesem Konvergenzbegriff kann man zeigen, dass die Folge IN)(F) (unter geeig-
neten Bedingungen an F') tatséchlich konvergiert und (4.12) also wohldefiniert ist. Das
resultierende Integral wird Ité—Integral genannt und es besitzt tatsédchlich die oben auf-
gefiihrten gewiinschten Eigenschaften (i)—(iii).

Mit Hilfe des Ito-Integrals kénnen wir die informelle Schreibweise (4.1) mathematisch
prézise formulieren. Statt der iiblichen Differentialgleichungsschreibweise schreibt man It6—
stochastische Differentialgleichungen namlich als

dX () = alt, X (£))dt + b(t, X (£))dW,. (4.13)

Dies ist nur eine symbolische Schreibweise; was mit (4.13) tatsdchlich gemeint ist, ist die
lingere Integralschreibweise

t

X(t):X(to)+/ a(T,X(T))dT+/ b(r, X (1))dW,,

to to

bei der das zweite Integral gerade das It6—Integral ist. Dies liefert eine mathematisch fun-
dierte und brauchbare Definition stochastischer Differentialgleichungen. Falls b(¢,z) = 0
ist, also kein stochastischer Anteil vorhanden ist, reduziert sich (4.13) auf

X(t) = X(to) —i—/t a(t, X(7))dt <= %X(t) =a(t,X(t)),

also auf die wohlbekannte deterministische gewthnliche Differentialgleichung. Der determi-
nistische Anteil der Gleichung a(t, X (¢)) wird oft Drift genannt, der stochastische Anteil
b(t, X (t)) oft als Diffusion bezeichnet.

Natiirlich ldsst sich (4.13) in vielfacher Hinsicht erweitern, z.B. kann man statt nur einem
W mehrere unabhingige Wiener Prozesse W1, ..., W™ eingehen lassen, was zur Gleichung

dX(t) = a(t, X (t))dt + i bi(t, X (t))dW
j=1

fiihrt.
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Fiir das Ito—Integral lassen sich eine Reihe von Eigenschaften beweisen; auf die meisten
koénnen wir hier nicht néher eingehen. In Lemma 4.2 werden wir eine wichtige Eigenschaft
kennen lernen, eine weitere Eigenschaft ist die Tatsache, dass

E ( / § F(t)th> —0 (4.14)

to

ist, falls die Zufallsvariablen F'(¢) und W (s) — W (t) unabhéngig sind fiir s > ¢ > 0 (dies
gilt immer, falls F' die Losung einer SDE bzgl. W ist). Eigenschaft (4.14) gilt zunéichst fir
die Approxiationen I(V) (F), weil nach Annahme an W und wegen der Unabhéngigkeit und
(4.9) die Gleichung

E(F(ri)(W(Ti1) = W(m))) = E(F(7:)) EW (1i41) — W(7i)) = 0 (4.15)

gilt, und iibertréigt sich durch die Limesbildung auf I(F).

Bemerkung 4.1 Es sollte hier erwdhnt werden, dass es eine weitere sinnvolle stochastische
Integraldefinition gibt, die auf R. Stratonovich?® zuriick geht. Das Stratonovich-Integral

t1
/ F(t) (¢] th
to

wird iiber eine &hnliche Limes—Bildung wie das It6—Integral definiert und liefert ebenfalls
eine mathematisch fundierte Definition stochastischer DGLs. Die beiden Integrale unter-
scheiden sich allerdings in den Rechenregeln ebenso wie in der Form der Losungen. Die
zugehorigen Stratonovich-SDGs werden in der Form

dX(t) = a(t, X(£))dt + b(t, X () o AW,

geschrieben. Aus Zeitgriinden kénnen wir auf diese zweite Definition und auf die Gemein-
samkeiten und Unterschiede zum Ito-Integral hier nicht néher eingehen. o

4.1.4 Das Ito6-Lemma

Um mit dem It6-Integral zu rechnen, benétigt man geeignete Rechenregeln. Falls z(t) eine
Losung einer eindimensionalen deterministischen DGL #(t) = f(¢, z(t)) ist, so rechnet man
fiir eine beliebige Funktion g : R x R — R mittels der Kettenregel leicht nach, dass die
Funktion y(t) = g(¢, z(t)) die Gleichung

90 = 2 (6,2(0) + o2 6 2(0) ()

erfiillt.

Das Ito—Lemma liefert nun eine Verallgemeinerung dieser Gleichung fiir die Losung Ito—
stochastischer DGL, und wird daher oft auch als stochastische Verallgemeinerung der Ket-
tenregel bezeichnet.

“4russischer Mathematiker, 1930-1997
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Lemma 4.2 Sei g : R xR — R eine zwei mal stetig differenzierbare Funktion und sei X (¢)
die Losung einer reellwertigen [t6—-SDG vom Typ (4.13). Dann erfiillt Y (¢) = g(¢, X (¢)) die
Gleichung

2
() = (X0 + FH0X(@)ale. X0 + 5 50 X O X(0)? ) d
+ gi(t,X(t))b(t,X(t))th,

wobei W hier gerade der Wiener Prozess aus der SDG ist, die X () erfiillt. Diese Formel
wird auch It6—Formel genannt.

Beweisidee: Wir werden hier keinen vollstindigen Beweis betrachten, wollen aber be-
griinden, warum die (im Vergleich zur deterministischen Formel ungewoéhnliche) zweite
Ableitung von g nach z hier auftritt. Wir betrachten dazu zwei Zeitpunkte ¢ und ¢ + At.
Dann gilt X (t + At) = X (¢) + AX (¢) mit

t+At t+AL
AX(t) = /t a(s,X(s))dS—i—/t b(s, X(s))dWs

~ alt, X (t))At + b(t, X (1)) AW, (4.16)

wobei AW, = W (t+ At) — W (t) ist. Die Approximation (4.16) folgt hierbei aus der Limes—
Definition des Ito—Integrals, wenn wir 7,11 — 7; = At setzen. Wir betrachten nun die Groéfie

AY = g(t+ At, X(t) + AX(t)) — g(t, X(2)).
Aus der Taylor-Entwicklung von g folgt

99 99 5y 109 5 xp
o AX T AL+ o (AX)

gi(a(t,X(t))At + b(t,X(t))AWt> + g“jm

1 829 2 2 2
iw(a(t,X(t)) (At)* 4+ 2a(t, X (t))b(t, X (t)) AtAW; + (b(t, X (t))AWY) ),

AY

%

Q

wobei alle Ableitungen in (¢, X (¢)) ausgewertet werden. Um aus dieser Approximation die
“Ableitung”
dY (t) = lim AY
At—0

zu berechnen, miissen wir alle Terme der Ordnung O(At) beriicksichtigen. Wéren alle
Groflen deterministisch, so blieben hier gerade die Terme mit den ersten Ableitungen von
g stehen. Im stochastischen Fall ist aber auch (AW;)? ein Term der Ordnung O(At), denn
es gilt

E((AW;)?) = E(E(AW;) —AW;)?) = Var(W;) = Var(W (t + At) — W (t)) = At.
=0
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Der Term )

1 9% 2 2

——=b(t, X (1)) (AW,

S X (1) (AW))
muss also mit beriicksichtigt werden. Fithrt man nun den Grenziibergang fiir At — 0 im
richtigen stochastischen Sinne durch, so erhélt man gerade die behauptete Formel. 1l

Bemerkung 4.3 Es existiert auch eine Version des Ito—Lemmas fiir mehrdimensionale

SDGs. In diesem Fall gechen — durch die im Beweis verwendete Taylor—Entwicklung fiir g

2
— alle gemischten zweiten Ableitungen der Form 832_ ang in die Gleichung ein. a

4.1.5 Beispiele fiir SDG-Modelle
Brown’sche Bewegung

In der Physik wird die Brown’sche Bewegung als Modell fiir die zuféllige Bewegung kleiner
Partikel verwendet. Die Gleichung ist in ihrer einfachsten Form in R gegeben durch

dX (t) = adt + ocdW,.

Die Grofle a € R gibt dabei den Drift, also die “mittlere” Richtung der Teilchen an, die
Grofle o > 0 die Grofle des stochastischen Schwankens.

Fiir a = 0 und ¢ = 1 erhélt man als Losung den (um X verschobenen) Wiener-Prozess
X(t) = Xo+ Wy Fir a = 0 und o > 0 erhélt man den um o skalierten Prozes X (t) =
Xo 4+ oW,. Fiir a # 0 ergibt sich X (¢) = Xo + at + o W;.

Kompliziertere Modelle dieser Art sind vektorwertig und verwenden z- und/oder t-abhéngi-
ge Funktionen a(t, X¢) und o(¢, X;) an Stelle der Konstanten @ und o.

Geometrische Brown’sche Bewegung

Die geometrische Brown’sche Bewegung ist das einfachste sinnvolle Modell zur Modellie-
rung von Aktienkursen. Zwar weifl man seit lingerem, dass die statistischen Eigenschaften
dieses Modells mit echten Borsendaten nicht perfekt iibereinstimmen. Wegen der einfachen
Struktur des Modells kann man mit ihm aber sehr gut rechnen, weswegen es nach wie vor
viel verwendet wird.

Die absolute Minimalanforderung, die man an ein Modell fiir Aktienkurse stellt, ist das
Vorhandensein von zwei Parametern: Ein Parameter p, mit dem ein “Irend” des Kurses
nach oben oder unten erzielt werden kann und ein weiterer Parameter o, mit dem man
die stochastische Streuung, also die Varianz des Kurses beeinflussen kann. Dabei sollen
Wachstum und Schwankung proportional zum Wert der Aktie X; sein sein (dies ist der
wesentliche Unterschied zur Brown’schen Bewegung).

Das denkbar einfachste SDG-Modell, das diese Anforderungen erfiillt ist gegeben durch

dX () = pX (t)dt + o X (t)dW,. (4.17)



68 KAPITEL 4. STOCHASTISCHE DIFFERENTIALGEICHUNGEN

In der Finanzmathematik wird der Paramater p € R als Riicklaufquote oder auch Rendite
bezeichnet, wihrend o > 0 die Volatilitdt genannt wird.

Das Schone an dieser einfachen Gleichung ist die Tatsache, dass man auch hier die Lésungen
noch per Hand angeben kann, wenngleich die Berechnung schon mehr Arbeit macht als bei
der einfachen Brown’schen Bewegung: mit Hilfe des [t6-Lemmas rechnet man nach, dass

X (£ Xo) = Xoexp ((u - ;&) ty aW(t)> (4.18)

die Losung von (4.17) ist: Wir betrachten die SDG dZ; = dW; (also a =0 und b = 1) und
wenden das It6—Lemma an auf Y (t) = g(¢, Z(¢)) mit

1
g(t, ) = Xgexp <<p - 20'2> t+ 093) .

Wegen

L o 9g &g 2
9 1,2) = g(t. )~ 20”), (1) = g(t.)o wnd D9 (1,0) = g(t,a)0
und Y (t) = g(t, Z(t)) = X(t) (weil Z(t) = W(t) ist) folgt aus dem It6-Lemma mit a = 0
und b = 1 die SDG

dg

dX(t) = dY (t) = (X(t)(,u - %JZ) n }%{@)) dt + X(H)odW, = pX (t)dt + o X (t)dW,,

was zeigt, dass (4.18) tatséchlich eine Losung der SDG (4.17) ist, wegen der Eindeitigkeit
der Losung also die einzige.

Fiir ¢ = 0 erhalten wir aus (4.17) gerade die bekannte lineare DGL #(t) = px(t) und
ihre zugehorige Losung z(t) = z(0)e’. Durch diese Gleichung ist der Erwartungswert
E(X(t; Xo)) bestimmt. Fiir die Losungen von (4.17) gilt ndmlich

E(X(t:Xo)) = E(X(0)+E </Ot uX (r; Xo)d7'> +E (/Ot aX(T;Xo)dWT>

=0, wegen (4.14)

- ExO)+ [ ' WE(X (X)) dr

Die Funktion e(t) = E(X(t,x0)) erfiillt also gerade die lineare DGL é(t) = pe(t) mit
Anfangswert e(0) = E(Xy) = X, weswegen E(X (¢,70)) = Xpet ist.

Ebenso wie den Erwartungswert kann man auch die Varianz der Losungen von (4.17)
explizit berechnen: Es gilt

Var(S(t)) = E (53 exp(2((j1 — %UQ)t oW (b)) 5’362’“)

= F (SgeQ“t(eXp(—JQt +20W(t)) — 1))
= S2emt (E (exp(fUZt +20W (1)) —1).



4.1. STOCHASTISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 69

Der Ausdruck unter dem Erwartungswert ldsst sich nun schreiben als

exp(—2t + 20W (1)) = Sp exp ((u - ;;&) £+ 5W(t)>

mit §0 =1, i = 02 und & = 20. Er ist also gerade wieder eine geometrische Brownsche
Bewegung, fiir die folglich

E <§0 exp ((,&, — ;&2> t+ 5W(t)>> = Speft = ot

gilt. Also erhalten wir fiir die Varianz
Var(S(t)) = S2e2# (et — 1).

Fiir einen zu modellierenden Kurs kénnen die zwei Parameter iiblicherweise aus vergan-
genen Kursverldufen geschétzt werden, vereinfacht gesagt gibt u den Trend des bisherigen
Kursverlaufs an, wiahrend sich ¢ aus der Streuung der vergangenen Werte ergibt. Dies
zeigt, dass diese Art der Modellierung keine echten Voraussagen iiber den Kurs zulisst;
sie erlaubt nur eine stochastische Modellierung des Verlaufes auf Basis vergangener Werte.
Mehr kann man in der (seritsen) Finanzmathematik aber auch nicht erwarten.

Falls man dieses Modell in der Optionsbewertung einsetzt und eine sogenannte risiko-
neutrale Optionsbewertung durchfithren will, so setzt man p = r, wobei r die risikofreie
Zinsrate am Markt ist. In diesem Fall muss der Parameter also nicht geschétzt werden.

Ornstein-Uhlenbeck Prozess
Der Ornstein-Uhlenbeck Prozess ist die Losung der SDG
dXt = 0(/.,6 — Xt)dt + O'th

mit Parametern ¢ € R und 6,0 > 0.

Wenn der Wert von X; deutlich grofler als p ist, ist der Driftterm der Gleichung sehr
negativ, weswegen dX; mit hoher Wahrscheinlichkeit negativ ist und der Wert daher fallt.
Ist umgekehrt X; deutlich kleiner als p, so steigt der Wert mit hiher Wahrscheinlichkeit.
Der Wert schwankt also um den langfristigen Mittelwert p. Dies wird auch aus der (fast
expliziten) analytischen Losung klar

t
X, =e %X+ wu(l— e*Ot) + / oe?C=D W,
0

die man wiederum mit dem It6-Lemma berechnen kann. Da das Integral in diesem Ausdruck
wegen (4.14) den Erwartungswert Null hat, schwankt der Wert um den ersten Term, der
gegen p konvergiert.

Dieses Modell wird z.B. zur Modellierung von Rohstoffpreisen aber auch im Rahmen des
sogenannten Vasicek-Modells bei der Modellierung von Zinssétzen verwendet.
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Mean reversion Modell

Beobachtet man reale Aktienkurse, so fillt auf, dass diese

Wir wollen uns hier nur kurz auf die Modellierung von Kursverldufen eingehen, da wir
noch zur Anwendung dieser Modelle in der Optionspreisbewertung kommen wollen. Um zu
zeigen, dass es durchaus noch kompliziertere Modelle als (4.17) gibt, wollen wir hier nur
ein mehrdimensionales Modell angeben. Dieses ist gegeben durch den dreidimensionalen
Prozess X (t) = (S(t),o(t),((t)), der durch die Gleichungen

dS(t) = pS(t)dt+ o(t)S(t)dWw}
do(t) = —(o(t)—)dt + ao(t)dW}?
dg(t) = Blo(t) —¢(t))dt

mit Parametern p € R, o > 0 und 8 > 0 gegeben ist. In der ersten Komponente erkennen
wir (4.17) wieder, allerdings ist ¢ nun kein fester Parameter sondern ebenfalls ein stocha-
stischer Prozess, was die Realitdt sicherlich deutlich angemessener widerspiegelt. Um zu
verstehen, wie sich ¢ hier in der Zeit verindert, ist es sinnvoll, zundchst die Gleichung fiir
¢ anzuschauen. Fiir jeden Pfad o(t,w) ist dies eine einfach inhomogene lineare DGL, fiir
sie man die exakte Losung als

C(t) = e_ﬂt((O) + /t e_ﬁ(t_s)a(s,w)ds
0

angeben kann. Der Wert ¢ kann also als (durch e #(t=%) gewichteter) Mittelwert fiir o auf-
gefasst werden. Die Gleichung fiir o bewirkt dann, dass die Volatilitéit o ihrem Mittelwert
folgt. Wiére dies eine deterministische Gleichung, so wére das Verhalten langweilig da (fiir
B > 0) sowohl ¢ als auch o gegen Null konvergieren wiirden. Da die Gleichung fiir o aber
durch einen zweiten Wiener Prozess W? wiederum stochastisch gestért wird, ergibt sich
ein durchaus interessantes Verhalten der Gleichung.

4.2 Literaturhinweise

Dieses Kapitel wurde zusammengestellt auf Basis der Biicher

P.E. Kloeden and E. Platen, Numerical Solution of Stochastic Differential Equations,
Springer—Verlag, 1999 (3. Auflage)

und

R. Seydel, Tools for Computational Finance, Springer—Verlag, 2nd edition, 2004,

von dem es auch die deutsche Ausgabe

R. Seydel, Einfiihrung in die numerische Berechnung von Finanz—Derivaten, Springer—
Verlag, 2000

gibt (die englische Ausgabe ist allerdings ausfiihrlicher und aktueller). Diese Biicher sind
— wie die Titel bereits andeuten — numerisch orientiert, liefern aber auch eine knappe
Darstellungen der zu Grunde liegenden Theorie, auf die hier zuriick gegriffen wurden.



Kapitel 5

Die Diffusions- oder
Wirmeleitungsgleichung

In diesem Kapitel werden wir die Diffusions- oder Wirmeleitungsgleichung herleiten, die
Ausbreitungsphinomene beschreibt, z.B. von einer Fliissigkeit in einer anderen Fliissigkeit
oder von Wirme in einem Medium, z.B. einem Metallstab oder einer Metallplatte. Wir
werden die Gleichung auf zwei Wegen herleiten; die resultierende Gleichung wird dabei in
beiden Féllen die gleiche sein. Danach werden wir verschiedene Varanten und Erweiterun-
gen dieser Gleichung betrachten.

5.1 Mikroskopische Herleitung

Die erste Herleitung beruht auf einer mikroskopischen Formulierung, die der Ausbreitung
von Fliissigkeiten in anderen Fliissigkeiten entspricht, z.B. Farbstoff in Wasser in einem
Wassertank. Die Modellierungsannahme dabei ist, dass keinerlei Strémungen o.A. auftre-
ten, die Verteilung der Fliissigkeit also nur auf Grund der Eigenbewegung der Molekiile
— der sogenannten Diffusion — geschieht. Fiir diese wiederum nehmen wir an, dass sie
in jeder Koordinatenrichtung einer Brown’schen Bewegung, im einfachsten Fall also einem
Wiener-Prozess folgen. Wir betrachten bei der Herleitung zunéchst nur eine Koordina-
tenrichtung, die Position ist also durch eine skalare reelle Variable x bestimmt, die Zeit
bezeichnen wir wie immer mit ¢.

Mit u(t,z) bezeichnen wir dann die erwartete Konzentration (vereinfacht gesagt also die
Anzahl der Molekiile an diesem Ort) der sich ausbreitenden Fliissigkeit (also z.B. des
Farbstoffs) zur Zeit ¢ > 0 im Punkt x € R. Die Anfangskonzentration zur Zeit to = 0 ist
durch wug(x) gegeben. Die Bewegung eines Molekiils, das sich zur Zeit ¢ > 0 fast sicher
im Punkt z befindet, wird nun gem&fl der Modellierungsannahme durch einen Wiener-
Prozesses W, — W, + x modelliert. Zum Zeitpunkt 7 = 0 befindet sich das Molekiil also in
der (zufilligen) Position —W; + z. Da —W; wieder ein Wiener-Prozess ist, konnen wir die
Position auch als
th = Wt +x

schreiben; der Ubergang von —W; zu W; éndert nichts an den statistischen Eigenschaften.

71
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Wir kénnen W also als Anfangsposition eines zur Zeit ¢ > 0 im Punkt x befindlichen
Molekiils auffassen.

Damit konnen wir nun die Konzentration wu(t,x) der Molekiile zur Zeit ¢ im Punkt z
bestimmen: Die Grofie ug(W}*) gibt gerade die zufillige Anzahl der Molekiile an, die sich
zur Zeit ¢ im Punkt x befinden. Man kann sich das so vorstellen, dass man die zufélligen
Pfade der Molekiile riickwiirts in der Zeit von x zu ihrem Anfangszustand W/ verfolgt. Ist
die Konzentration uo(W;*) am Anfangspunkt hoch, so werden viele Molekiile diesen Weg
gehen, ist sie niedrig, dann nur wenige. Die erwartete Konzentration ist nun gerade der
Erwartungswert iiber diesen Wert, also

u(t, z) = E[ug(W))].

Mit Hilfe des Ito-Lemmas 4.2 konnen wir nun eine partielle Differentialgleichung fiir «
herleiten: W;* erfiillt die triviale stochastische Differentialgleichung

AWy = dWy,
also (4.13) mit a = 0 und b = 1. Fiir Y (¢) = uo(W{) gilt also nach Lemma 4.2
av(t) = 22 ooy + LugwEyaw,
~ 992 0\ oz OVt r

Bilden wir nun auf beiden Seiten den Erwartungswert, so féllt geméf (4.14) der zweite
Summand auf der rechten Seite weg und wir erhalten

du(t,z) = 18—2u(t x)dt
2022 ’

wobei wir annehmen, dass die Funktionen so regulér sind, dass das Vertauschen von Er-

wartungswertbildung (also Integration) und Differentiation erlaubt ist. Da wir jetzt rein

deterministische Gréflen haben, konnen wir das in iiblicher Schreibweise als

o) 1 0

au(t, x) = 3922
schreiben. Dies ist gerade die Diffusions- oder Warmeleitungsgleichung. Wir werden im
folgenden partielle Ableitungen gelegentlich mit der Indexschreibweise bezeichnen, die in
der Theorie partieller Differentialgleichungen {iiblich ist. So schreiben wir

u(t, x)

0 0?
au =wu; und @u = Ugg-
Die Wéarmeleitungsgleichung schreibt sich so kurz als
1
ut = 5Uaa-
In hoheren Raumdimensionen mit z = (x4, ..., a:n)T folgt jede Komponente x; der Bewe-

gung eines Molekiils einer (von den anderen unabhéingigen) Brown’schen Bewegung. Durch
Anwendung der obigen Herleitung auf alle Komponenten! erhalten wir so
) 1 0 1 92

1
< - -7 S — —A .
(%u(t,:c) 5 (%%u(t, x)+ ...+ nu(t,x) 5 u(t, x)

Formal wendet man hier das mehrdimensionale It6-Lemma an mit b = Id.
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Hierbei heif3t
H? 0?2

Ai=——+... .+ —

Ox? et 0x2

n

(5.1)

der Laplace-Operator.

Anstelle der Standard-Brownschen Bewegung kann man auch eine skalierte Brown’sche
Bewegung B; = 26W; mit « > 0 fiir die Modellierung der Molekiile verwenden. Kleine x
fithren dazu, dass sich die Molekiile weniger schnell bewegen, gréfiere fithren zu schnellerer
Bewegung. Die obige Herleitung dndert sich nur dahingehend, dass nun b = k gilt, womit
wir

ut(t, x) = kAu(t, ) (5.2)
erhalten. Die Grofie x > 0 heifit Diffusionskoeffizient.

Aus der Darstellung u(t, z) = E[ug(B:)] kann man im skalaren Fall leicht die Losung der
Gleichung erhalten: Es gilt

[k [ _na—y)
u(t,x) = m/ up(y)e” ¢ : dy.

Beachte, dass das Gebiet, auf dem wir die Gleichung 16sen, dabei unbeschrankt ist. Be-
schrankte Gebiete betrachten wir in Abschnitt 5.3.

5.2 Makroskopische Herleitung

Waéhrend die mikroskopische Herleitung auf die Modellierung von Diffusionsprozessen von
Molekiilen “passt”, ist die makroskopische Herleitung auf die Modellierung der Verdnderung
der Wérmeverteilung in einem Medium zugeschnitten. Wir fithren dies wiederum fiir den
eindimensionalen Fall aus und stellen uns dafiir einen Stab vor, bei dem die Temperatur sich
nur in Langsrichtung &ndert und bei dem keine Warmeenergie an die Umgebung abgegeben
oder von ihr aufgenommen wird.

Die Herleitung verwendet drei physikalische Gesetze bzw. Zusammenhénge:

e Wirmeenergie: Die Warmeenergie eines Korpers ist gegeben durch die Gréfle £ =
cmu, wobei m die Masse, u die Temperatur und c die spezifische Warmekapazitét des
Materials ist (das ist die Menge an Energie, die benotigt wird, um die Temperatur
einer Masseneinheit des Materials um eine Temperatureinheit zu erhéhen).

e Fourier’sches Gesetz der Warmeleitung: Dieses besagt, dass die Warmeiibergangsra-
te ® pro Flacheneinheit proportional zum Gradient der Temperaturen an der Uber-

gangsflache ist. In Formeln:
P ou

A 9z’
wobei Ky die Warmeleitfahigkeit und A die Querschnittsfliiche des Stabs bezeichnet.

e Energieerhaltung: Die Wirmeenergie E in dem Stab &ndert sich nur durch Abgabe
oder Aufnahme von Wirmeenergie von auflen
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Wir unterteilen jetzt den Stab in Teilstiicke der Form [z, z + Az] mit Linge Az > 0. Wenn
wir die Teilstiicke klein wihlen, ist die Temperatur darin ndherungsweise konstant gleich
u(t, z) und wir konnen die Wirmeenergie des Teilstiicks niherungsweise? als

E(t) = cpAAzu(t, z) + O(Az?)

angeben, wobei p die Dichte des Materials angibt, pAAx also die Masse m eines Teilstiicks
beschreibt. Nach dem Gesetz der Energieerhaltung kann sich die Energie nur durch Abgabe
und Aufnahme von Wiarme aus den benachbarten Teilstiicken des Stabs dndern. Also gilt
fiir die Warmeenergie E in jedem Teilstiick in einem Zeitintervall [¢,¢ + At]

t+AL
E(t+ At) — E(t) = / O(r,z) — B(1,x + Az))dr.

Einsetzen der obigen Gréfen liefert

t+At ou ou
cpAAx (u(t + At, z) — u(t, x)) +0(A2?) = AKO/t a—$(t, r+ Az) — %(t, x)dr.
Nach Umstellen und Vereinfachen erhalten wir
u(t + At,z) —u(t,z) Ko 1 /t+m %(t,x + Az) — %(t,m)d N O(Ax?)
At T ep AL, Az T TAlAL
Lassen wir nun Az — 0 gehen, so erhalten wir
t+ At x) — u(t Koy 1 [tHAt 92
ult + At,2) —ult, 2) = 0/ iu(bﬂ:)ﬁh.
At cp At J, Ox?

woraus wir mit At — 0 die Warmeleitungsgleichung
82

au(t, x) = ku(t, x),

jetzt mit kK = % erhalten.
0

In praktischen Anwendungen ist x selten konstant. Man muss aber aufpassen, wie man ein
nichtkonstantes « in die Gleichung einbezieht. Nehmen wir in der gerade durchgefiihrten

Herleitung an, dass x = If—; eine Funktion von x ist. Dann erhalten wir am Ende die
Gleichung
et M) —un) L[ M)t + Aa) — k(0)2(t2) | O(Ax?)
At RN Az T TAtAL
Beim Grenziibergang Az, At — 0 ergibt sich daraus
0 d 0
&u(t,x) = %m(x)%u(t,x)

Die Funktion s rutscht also “zwischen” die beiden Ableitungen und darf nicht einfach vor
Aw geschrieben werden. Bei der Schreibweise verwenden wir hier die Konvention, dass 9/0x
immer nur auf die direkt nachfolgende Funktion wirkt, d/dx aber auf alle nachfolgenden
Ausdriicke.

2Wir setzen voraus, dass alle involvierten Funktionen hinreichend oft differenzierbar sind, um die ent-
sprechenden Approximationen Grenziiberginge durchfithren zu kénnen.
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5.3 Randbedingungen

In der Praxis sind unendliche lange Stdbe oder Koérper mit unendlicher Ausdehnung eher
selten. Daher mochte man sich auf ein beschrinktes (und offenes) Definitionsgebiet @ C R"
einschrinken und die Gleichung (5.2) nur auf € 16sen. Dazu muss man aber festlegen, was
am Rand mit der Warme geschieht — man muss sogenannte Randbedingungen festlegen.
Die vielleicht einfachste Moglichkeit dafiir ist, die Temperatur selbst festzulegen, also fiir
eine auf 0f2 definierte Funktion up : 92 — R die Bedingung

u(t,z) =up(x) firallex € dQ,t>0

zu fordern. Dies ist die sogenannte Dirichlet-Randbedingung. Im skalaren Fall kann man
die Warmeleitungsgleichung mit dieser Randbedingung immer noch explizit 16sen: Fiir
Q= (0,1) und Randbedingung up(0) = up(1) = 0 erhélt man z.B. die Losung

o
u(t,z) = Z B, sin(mrx)e_”%%,
n=1

mit

1
B, = 2/ uo(x) sin(nmx)dt.
0

Eine andere Art Randbedingung ist die Neumann-Randbedingung, bei der nicht der Wert
von u(t, x) sondern die Ableitung E% u(t,x) am Rand festgelegt wird, der nach dem oben
angegebenen Fourier’schen Gesetz proportional zum Wéarmefluss iiber den Rand ist. For-
mal betrachtet man dazu in jedem Randpunkt z € 99 einen Normalenvektor n(x), der
senkrecht auf der Tangente an 0f) steht. Die Bedingung verlangt dann, dass

ug(t,x)n(x) =up(x) fur alle z € 0Q,t > 0.

Auch fiir diese Randbedingung lasst sich im eindimensionalen eine explizite Lésung in Form
einer unendlichen Reihe angeben (worauf wir hier verzichten wollen).

Neben diesen beiden gibt es weitere Randbedingungen, auf die wir hier nicht néher einge-
hen. Wichtig ist, dass man mit Hilfe der Randbedingungen Aussagen iiber Existenz und
Eindeutigkeit der Losungen machen kann.

Typisch ist, dass in der Praxis nicht in jedem z € 9 die gleiche Randbedingung verwendet
wird. Als Beispiel betrachte die folgende Modellierung einer Warmeddmmung am Fenster.

In Abbildung 5.1 ist ein Problem der Warmeddmmung an einem Fenster illustriert. Hier
gibt es verschiedene Materialien mit verschiedenen Wirmeleitfahigkeiten: Das Fenster (hell
gepunktet), das Mauerwerk (dunkler gepunktet) sowie zwei Ddmmmaterialien (schraffiert
bzw. ganz dunkel gepunktet). Die Modellierung wiirde also ein z-abhéngiges x verwenden.

An den “realen” Auflen- und Innenréndern (also den Randabschnitten zwischen C' und D
bzw. A und B) wihlt man in diesem Modell Dirichlet-Randbedingungen, wihrend man
an den “unechten” Réndern (also den Randabschnitten zwischen A und D und zwischen
B und C) Neumann-Randbedingungen wihlen kann, die die physikalische Realitéit hier
zumindest approximativ gut modellieren, da die Warme vom Innen- zum Auflenrand flief3t,
also parallel zu den unechten Réndern.
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auflen: —14° C

innen: +20° C

Abbildung 5.1: Beispiel: Wirmeddmmung am Fenster

5.4 Erweiterungen

Die Diffusions- oder Wirmeleitungsgleichung kann auf mehrere naheliegende Arten ver-
allgemeinert werden. Bei der Interpretation als Diffusion kénnen wir z.B. annehmen, dass
neben der molekularen Bewegung auch Stromungen auftreten. Zudem kann die sich be-
wegende Fliissigkeit an gewissen Orten in ) produziert werden. Letzteres wiirde im Falle
der Wirmemodellierung dem Heizen an bestimmten Stellen im Raum entsprechen, eine
Stromung wiirde einer Luftstromung entsprechen, die die Warme im Raum transportiert.

Wir integrieren diese Stromung in die zweite Herleitung, indem wir im Fourier’schen Gesetz
auf der rechten Seite den Term u(¢,x)f(t,z) addieren; der zusétzliche Wérmefluss hingt
also von der Stromungsgeschwindigkeit f und der vorhandenen Wérme v ab. Dann erhalten

wir mit analogen Rechnungen wie oben die Gleichung

ult + At,x) —ult,x) 1 AR St w4+ Ax) — T4(t,x)
At At /t o Az
_ Lu(t,z+ An)f(tx+ Az) — ult, ) f(t, ) ”
cp Ax
N O(Az?)
AtAz '

Mit f = f/(cp) ergibt sich so fiir Az, At — 0 die Gleichung

ur(t, x) = Kugy(t,x) — % (u(t,x)f(t,x)).

Der zuséatzliche Term auf der rechten Seite wird als Konvektionsterm oder Advektionsterm
bezeichnet.

Bemerkung 5.1 Interessanterweise ist es nicht so einfach, den Advektionsterm in die erste
Herleitung einzubeziehen. Der naheliegende Ansatz, die Gleichung fiir die Molekiile zu

dB; = f(t, Bt)dt + 25dW;

zu erweitern fithrt mit etwas Rechnung auf einen Advektionsterm der Form

ou

—%(t,a:)f(t,x).
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Dieser stimmt offensichtlich nur im Fall, dass —u(t, x)%(t, x) = 0 ist, mit dem aus der vor-
herigen Herleitung iiberein, ansonsten fehlt gerade der Term —u(t, m)%(t, x). Der Grund
ist, dass die Formel u(t,z) = E(uo(B;)) nur dann die Konzentration korrekt wieder-

gibt, wenn die Molekiile im Mittel nicht zusammen- oder auseinanderlaufen. Wenn sie
zusammen- oder auseinanderlaufen, reicht es nicht aus, die Ausbreitung der Anfangskon-
zentration vy entlang der Pfade zu betrachten, sondern es muss auch die Anderung der
Konzentration durch die Anderung der Dichte der Partikel beriicksichtigt werden. Diese
wird gerade durch —u(t, :c)%(t, x) beschrieben, was eine anschauliche Interpretation dieses
Terms liefert. In der Herleitung kann dieser Term dadurch beriicksichtigt werden, indem
man den Ansatz u(t,x) = E(ug(By)) zu u(t,z) = E(ug(By))exp™ o asE(f(,B)ds 51 dert.
Dann werden die Rechnungen zur Herleitung der Gleichung aber deutlich komplizierter als
oben. a

Als zweite Erweiterung betrachten wir einen sogenannten Reaktionsterm, mit dem die
Konzentration bzw. Warme erhoht (oder auch verringert) werden kann. Dies ist einfach
ein weiterer Term der Form 7 (¢, x) auf der rechten Seite, so dass die Gleichung zu

d
ug(t, ) = Kugy(t, x) — e (u(t,x)f(t,x)) + 7(t, x)

x
wird. Diese Gleichung wird Reaktions-Advektions-Diffusionsgleichung oder auch Trans-
portgleichung genannt. Die vektorwertige Version mit allgemeinen orts- und zeitabhéngigen
Koeffizienten lautet

w(t,z) = div (/i(t, 2)Vult, ac)) ~div (u(t, ) f(t, x)) tr(t,z). (5.3)
Dabei ist Vg = (5%‘71, cey %)T der Gradient und div f := 7" | gﬁi die Divergenz (auch

als V- f bezeichnet). Fiir den mehrdimensionalen Advektionsterm werden wir in Abschnitt
7.2 eine alternative Herleitung auf Basis der Erhaltung der Masse kennen lernen.

5.5 Die stationire Gleichung

Genau wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen kann man bei partiellen Differenti-
algleichungen von Gleichgewichten sprechen. Z.B. im Falle der einfachen Wirmeleitungs-
gleichung entspricht ein Gleichgewichtszustand einer Warmeverteilung, welche sich unter
den gegebenen Randbedingungen nicht mehr verdndert. Statt eines Punktes im R™ ist das
Gleichgewicht jetzt also eine Funktion, und statt eines Nullstellenproblems muss man zur
Berechnung des Gleichgewichts eine weitere partielle Differentialgleichung 16sen, die man
gerade dadurch erhilt, dass man %u(t,x) gleich Null setzt. Im allgemeinsten Fall ergibt
sich fiir das Gleichgewicht also die Gleichung

0 = div (/@(t, x)Vu(t,x)) —div (u(t,x)f(t,x)) +r(t, ),

die natiirlich noch durch geeignete Randbedingungen ergénzt werden muss.
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Bemerkung 5.2 Die in diesem Kapitel betrachteten Gleichungen unterscheiden sich von
den vorher betrachteten gewthnlichen Differentialgleichungen dadurch, dass die unbekann-
ten Losungen nicht nur von einer eindimensionalen Variablen (bei uns immer mit “¢”
bezeichnet) abhéingen, sondern von mehreren Variablen ¢ und z, die im Falle von x zudem
noch mehrdimensional sein kénnen. Es treten also partiells Ableitungen der unbekannten
Funktion in der Gleichung auf, woher der Name “partielle Differentialgeichung” stammt.
Neben der Anfangsbedingung werden bei partiellen Differentialgleichungen immer auch
Randbedingungen benoétigt, damit man eine eindeutige Losung erhélt. Oftmals besitzen
Differentialgleichungen keine hinreichend oft stetig differenzierbaren Losungen. Um trotz-
dem Losungen finden zu koénnen, werden sogenannte schwache Ableitungen verwendet,
was im Wesentlichen darauf hinausléuft, die partielle DGL als Integralgleichung zu schrei-
ben und — meist mit partieller Integration — geeignet umzuformen. Diese sogenannten
schwachen Losungen wollen wir hier aber nicht vertiefen und verweisen statt dessen auf
Vorlesungen zur Hoheren Analysis oder entsprechende Lehrbiicher. o

5.6 Populationsmodelle mit Diffusion

In unseren Modellen fiir die Populationsdynamik in Kapitel 2 haben wir die Migration
zwar erwahnt, aber in keinem unserer Modelle beriicksichtigt. Eine Moglichkeit, Migration
in Populationsmodelle einzubeziehen, ist die Modellierung als Diffusion. Das Modell wird
dann eine partielle Differentielgleichung, die in einem Gebiet 2 die vom Ort x abhéngige
Dichte der Rauber- und Beute-Populationen beschreibt.

Um dies zu erreichen, betrachten wir zunéchst das Modell fiir n Spezies der Form (2.12),
bei dem wir zur Vereinfachung b; = 1 setzen, also

ii(t) = k() + Y agui(t)u(8) = fiu(t),  i=1,...,n. (5.4)
j=1

Die Groflen der Populationen wurden hier mit u; statt mit x; bezeichnet, weil = € R nun
die rdumliche Variable bezeichnet, von der die w; zusétzlich abhidngen. Dies repréisentiert
die rdumliche Verteilung der Spezies. Um die rdumliche Verdnderung der Population zu
modellieren, fiigen wir nun zu jeder Gleichung einen Diffusionsterm wie in (5.3) mit Dif-
fusionskoeffizient x; > 0 (der von ¢, x und ggf. auch den u; abhéingen kann; wir lassen zur
Verfinfachung der Notation die Argumente von ; im Folgenden weg) ein. Wir betrachten
also die Gleichungen

0
aui(t,x) = fi(u(t,x)) + div (k;Vu,(t, z)), i=1,...,n (5.5)
fir z € Q, wobei Q C R? ein beschrinktes Gebiet ist. Uber die Grenzen des Gebiets hinaus
findet keine Migration statt, weswegen wir auf 92 die Randbedingung

0

= %u(x)Tn(x) =0

fiir die d&uBere Normale n und u = (u1,...,u,)? annehmen.
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Wie im Endlichdimensionalen interessiert man sich fiir die Stabilitdt der Gleichgewichte
dieser Gleichung. Beachte, dass fiir jede Losung @* = (af,...,u5)7T € R"™ des linearen
Gleichungssystems

n
OZki—l-Zaijﬂ;, 1=1,...,n
j=1

die Funktion u*

= u* ein Gleichgewicht fiir (5.5) ist. Dieses nennen wir zuléssig, wenn
u; > 0 gilt fiir alle 7 =

1,...,n.

Zur Untersuchung der Stabilitéit kann man einen &hnlichen Ansatz wie im Endlichdimensio-
nalen machen. Dort hatten wir ein erstes Integral bzw. eine Lyapunovfunktion betrachtet.
Hier gehen wir dhnlich vor. Fiir « € R™ definieren wir zunéchst

V() :zd:ci <ul —uf —ufln <Zi)> .

i=1 i

Dabei wihlen wir die ¢; > 0 so, dass die Matrix CA + ATC negativ definit ist, wobei
C = diag(ci,...,cp) und A = (aij)ij=1,..n ist (dies geht natiirlich nicht fiir beliebige
Koeffizienten «;j; hier “versteckt” sich also eine Bedingung an die ;). Fiir diese ¢; kann
man nachrechnen, dass DV (@) f (i) < —C) i — a*||3 fiir ein Cy > 0 gilt? fiir alle 4 € R™
und f = (f1,..., fa)" aus (5.4).

Nun definieren wir fiir u : R x Q — R4

~

V) = [ Plult.o)ds.
Q
Die Behauptung ist nun, dass ein v > 0 existiert, so dass fiir alle differenzierbaren Lésungen
u von (5.5) die Ungleichung

SV ult, ) <~V (ult, ) (5.6

gilt. Die Funktion V' nimmt daher exponentiell ab, woraus V (u(t,-)) — 0 fiir ¢ — oo folgt.

Da aus der Taylor-Reihe des Logarithmus fiir ein Co > 0 die Abschitzung
V(a) > Colla — a3

folgt, gilt V' (u(t,-)) > Callu(t,-) — u*||3, fiir die quadrierte L?-Norm

112, = /Q £ |3d.

Also folgt aus der Konvergenz von V gegen Null, dass u(t,) fiir t — co in der L?-Norm
exponentiell gegen das Gleichgewicht u* konvergiert.

3Genauer gilt DV (@) f (@) = 1/2(a — a*)T (CA + ATC) (@ — a*)
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Zum Beweis von (5.6) berechnen wir (mit der Kurzschreibweise DV =8V /o)
d d ~
Gr) = [ SV

at
_ /DV (t,2)) ( 2)da

-

Das erste Teilintegral kénnen wir nun abschéitzen mlttels

/Df/(u(t,x))f(u(t,x))dx < / _Ch [t z) — @ |2dz
Q

DV( (t,x)) f(u(t,z)) + ZDV )idiv (k;Vu,(t,z)) | dz.

Gy
[
Auf die Summanden des zweiten Teilintegrals wenden wir den Satz von Gauf3 an (vgl. (5.8))
und erhalten so

/ DV (u(t, z))idiv (k;Vu(t,z))dz = DV (u(t, s))sr:i Vug(t, s)n(s)ds
Q o0

= —Cyla(t,z) — 3. < ——=V(u(t,)).

d ~
- / <(DV(u(t,x))i> (kiVu,(t,z)) dx.
0 dx
Das erste Integral auf der rechten Seite verschwindet nun wegen der Randbedingung und
das zweite kann wegen %DV(u(t,x))i = %DV(u(t,m))ia%u(t,z) und %DV(U(L x))i =
0 fiir 4 # j umgeschrieben werden zu

R 2
/;E(DV(U(tax))i) (ki Vui(t,z)) de = ;V( (¢, ))miVui(t,:E)TVui(t,a:)dx.
9] u

Wegen x; > 0, Vu;(t,z)T Vu,;(t,x) > 0 und WV(u(t,x))i > 0 ist dieses Integral > 0,

weswegen wir die gewiinschte Ungleichung

LV (ult, ) < —Vult, )

mit v = C1/C5 erhalten.

5.7 Anhang: Der Satz von Gauf3

Wir haben eben den Satz von Gauf in einer speziellen Form verwendet. Die Aussage des
Satzes in der iiblichen Version lautet fiir ¢ : R — R¢
/ div ¢(z)dzx = / q(s)T'n(s)ds, (5.7)
Q o0

wobei n(s) der nach auflen zeigende Normalenvektor im Punkt s € 02 ist. Fiir eine zusétz-
liche skalare Funktion f : R — R folgt aus dem Satz die Identitét

[ @iva) + 5 f@a@ds = [ f(s)als)Tas)ds. (5.8)
Q & 0

In dieser Form haben wir den Satz oben angewendet mit q(z) = #;Vu;(t, ) und f(z) =
DV (u(t,x));.
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Kapitel 6

Die Wellengleichung

6.1 Herleitung

Die Wellengleichung ist eine weitere wichtige elementare partielle Differentialgleichung.
Sie beschreibt die Ausbreitung von Wellen in einem Medium, wobei einige mathematische
Vereinfachungen gemacht werden. Zur Erlduterung der Herleitung betrachten wir die viel-
leicht einfachste physikalische Situation, in der Wellen entstehen: die schwingende Saite.
Die Herleitung folgt dabei der am Ende des Kapitels angegebenen Internetquelle.

Wir betrachten dazu ein Stiick einer schwingenden Saite wie in Abbildung 6.1 dargestellt.
Die Grofle u(t, z) bezeichne die Auslenkung der Saite im Punkt x zur Zeit ¢ gegeniiber der
Ruhelage.

Flx+4x)
Widu T

0\+A0\’_((/

u d(_

XN N

X X+dx

Abbildung 6.1: Skizze zur Herleitung der Wellengleichung

Die Modellierungsannahmen sind nun wie folgt:

e Die einzelnen Massepunkte bewegen sich auf der Saite nur vertikal, also nach oben
und unten, aber nicht seitwérts.

e Die tangential in jedem Punkt auf die Saite wirkende Kraft F'(x) ist nicht von der Zeit
abhéngig. Diese Annahme ist ndherungsweise erfiillt, wenn die Auslenkung der Saite

83
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nur sehr gering im Vergleich zu ihrer Lénge ist, weil dann die zeitliche Langen&nde-
rung der Saite die Kraft nur unwesentlich &ndert.

e Die Masse des Saitenstiicks iiber dem Abschnitt [,z + Ax] betrdgt Am = ApAx.
Dies ist ebenfalls ndherungsweise erfiillt, wenn die Auslenkungswinkel klein sind.

Wir betrachten nun einen kleinen Abschnitt der Saite im Intervall [z,z + Az]|. Auf die-
ses Stiick Saite wirken die Krifte F'(x + Ax) und —F'(x), die tangential zur Saite selbst
angreifen und — gemé&f der Skizze — unterschiedliches Vorzeichen besitzen. Diese Kréfte
zerlegen wir nun in ihre vertikalen und horizontalen Komponenten. Fiir F'(x + Ax) sind
diese gegeben durch

Fy(z + Az) = F(z + Azx)sin(a + Aa) und Fp(x + Az) = F(z + Az) cos(a + Aa)

sowie

Fy(xz) = F(z)sin(a) und F,(z) = F(z) cos(a).

Daraus ergibt sich
F,(xz) = Fp(z) tana.

Da tan « gerade die Steigung der Tangente an die Funktion w im Punkt z angibt, gilt
zudem 9 5

tana = £(t’$)’ also  Fy(x) = Fh(:t:)a—Z(t, x). (6.1)
Da sich die Massepunkte nur vertikal bewegen, miissen sich die horizontalen Krifte aus-
gleichen. Es muss also gelten, dass

Fh($> — Fh(l} + A.’E) =0.

Da diese Gleichung fiir alle Az gilt, folgt, dass F},(z) unabhéngig von x ist.
Aus dem zweiten Newton’schen Gesetz “F = ma” konnen wir nun die vertikale Beschleu-
nigung 0%u/0t(t, x) als

Am?;g(t, x) = Fy(x) — Fy(x + Az) + O(AmAx) (6.2)

angeben. Diese Gleichung gilt nur ndherungsweise bis auf den Fehlerterm O(AmAz), weil
die Kréfte ja nicht nur auf den Punkt z sondern auf das gesamte Seitenstiick von z bis
x + Ax wirken, links also eigentlich die mittlere Beschleunigung

1 z+Ax aQu
Am/ w(t,ﬁ)df

stehen miisste. Wenn wir nun annehmen, dass % Lipschitz-stetig in x ist, ist die Differenz

zwischen diesem Integral und dem Wert %(t, x) von der Ordnung O(Ax), weswegen der

Fehler nach Multiplikation mit Am von der Ordnung O(AmAx) ist.

Einsetzen der Modellierungsannahme Am = ApAzx in (6.2) und Teilen durch Az liefert
nun

O*u  Fy(z) — Fy(z + Ax)
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Lassen wir nun Az gegen Null gehen, so erhalten wir im Grenzwert

0*u  d
— = — By (2).
Por2 ~ dx ()
Aus (6.1) und der Tatsache, dass F}, nicht von x abhéngt, ergibt sich
d d ou 0%u

Zusammen ergibt dies mit ¢? = % die Gleichung

Ut = Uy (6.3)

Dies ist die sogenannte Wellengleichung in R.

Diese Gleichung zweiter Ordnung kann man in zwei Gleichungen erster Ordnung umschrei-
ben. Wir fithren dazu eine weitere Funktion v : [0, L] — R ein und betrachten die Glei-
chungen

U + cugz = v, v — cvg = 0. (6.4)

Erfiillen « und v (6.4) und ist u eine C2-Funktion, so gilt

2w = (22N (22—
e = Ctae =\ 5y ~ o )\t Tz ) T
N—————

=v

Also erfiillt u die Gleichung (6.3). Mit der gleichen Rechnung sieht man, dass fiir « mit
(6.3) und v = (% + c%) u auch (6.4) erfullt ist.

6.2 Losungen

Mit Hilfe der Darstellung (6.4) kann man nachrechnen, dass fiir die Wellengleichung mit «
aus dem unendlichen Intervall (—oo, 00), jede Funktion der Form

u(z,t) = f(x +ct) + gz — ct) (6.5)

mit C2-Funktionen f, g : R — R eine Losung ist. Zum Beweis betrachten wir zunéichst nur
die rechte Gleichung in (6.4). Wir setzen h = 2¢f’ € C'(R,R) und v(t,z) = h(z + ct).
Dann gilt

ve(t,x) — cvg(t,x) = ch/(x + ct) — ch/(z + ct) = 0,

also 1ost dieses v die Gleichung. Zudem folgt fiir a(t,z) = f(t + cx)
U (t, x) + ctg(t, ) = ch(x + ct)/2c + ch(x + ct) /2c = h(x + ct) = v(t, x).

Also l6sen u(t,z) = f(z + ct) und v(t,z) = h(z + ct) die Wellengleichung (6.4). Mit einer
dhnlichen Rechnung sieht man, dass w(t,z) = g(x — ct) die Gleichung w; + cw, = 0 16st.
Also l6sen u = @ + w und v ebenfalls die Gleichung (6.4), weswegen alle Funktionen der
Form (6.5) Losungen der Wellengleichung sind. Die Losungsdarstellung (6.5) besitzt eine
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anschauliche Interpretation: Die Funktion f beschreibt die Wellen, die nach links wandern
und die Funktion g die Wellen, die sich nach rechts bewegen.

Eine zeitliche Anfangsbedingung fiir die Wellengleichung wird iiblicherweise nicht fiir 4 und
v sondern fiir v und die zeitliche Ableitung u; definiert. Die Bedingungen

U(O,III) = QD(QI), ut(07 .’E) - w(x)
legen dann die Funktionen f und g fest. Man rechnet nach, dass fiir f und g gegeben durch

1
2c

S 1 1 S
V(s)d == - — d
| was. g = Gets) = 5 [ wispas
die Losung (6.5) gerade die gewiinschten Anfangsbedingungen erfiillt. Die daraus resultie-
rende Losungsformel lautet

x+ct

(platct) +pla ) + 5 [ w(s)ds,

—ct

DN =

u(t,z) =

Diese Gleichung ist als Formel von d’Alembert bekannt.

6.3 Die mehrdimensionale Wellengleichung

Die mehrdimensionale Verallgemeinerung der Wellengleichung lautet
uy = 2 Au, (6.6)

wobei A der Laplace-Operator aus (5.1) ist. In zwei Raumdimensionen ergibt sich die
Gleichung ausgeschrieben also zu

2 82U + 82U
uy=c|=—+-5|-
& ox2 0y
Die Einfliisse der verschiedenen Koordinatenrichtungen werden auf der rechten Seite also
einfach addiert. Dahinter steckt die Modellierungsannahme, dass die Wellenh6hen in den

unterschiedlichen Richtungen sich bei Uberlagerung einfach addieren. Mit den Anfangsbe-
dingungen wie oben (jetzt aber in R? mit Variablen x und y)

u(O,:n,y) :¢($7y)7 ut(oagj?y) :7/J($ay)

kann man auch hier die Losung angeben. Es ergibt sich

- Y(s,7)
u(t,z,y) = 2770//Bctxy (@2 (5s—a)—(r = y)Q)l/stdr

©(s,7)
atzm//my (2= (s — a2 — (r— g2

wobei B (z,y) den euklidischen Ball mit Radius ¢t um den Punkt (z,y) im R? bezeichnet.
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6.4 Randbedingungen

Bisher haben wir die Wellengleichung immer auf einem in alle Richtungen unbeschrénkten
Gebiet betrachtet. Das ist aber i.A. nicht realistisch. Begrenzt man das Gebiet in gewisse
Richtungen, braucht man allerdings wieder Randbedingungen an den Réndern des Gebiets.
Wir betrachten dies exemplarisch im eindimensionalen Fall fiir das Gebiet 2 = (0, 00) und
betrachten die Losung fiir alle ¢ > 0 mit g = 0 als Anfangszeit. Als Randbedingung am
Rand x = 0 nehmen wir hier an, dass die Saite fest eingespannt ist. Es gilt also die Dirichlet-
Randbedingung u(t,0) = 0 fiir alle ¢ > 0. Dieses Einspannen bewirkt, dass ankommende
Wellen am Punkt z = 0 mit umgekehrter Auslenkung reflektiert werden.

Als Anfangsbedingungen verwenden wir wiederum

U(O,JZ‘) = QO(IL’), ut(07 :II) = w(‘r)a
jetzt aber nur fiir alle z > 0. Damit die Randbedingung erfiillt ist, muss auch ¢(0) =
¥(0) = 0 gelten. Zur Ermittlung der Losung setzen wir ¢ und v mittels ¢(—x) = —p(z)
und ¢(—x) = —(x) auf (—oo, 0) fort, bezeichnen die solchermafien erweiterten Funktionen
mit ¢ und v, und betrachten die zugehorige Losung 4 der Wellengleichung auf R

Ttct
u(t,x) = = [p(x + ct) + p(x — ct)] + 1/ P(s)ds.

2¢ —ct

N |

Aus der Definition von ¢ und ¢ folgt @(t,0) = 0, also ist die Einschréinkung von @(t, z) auf
(0,00) die gesuchte Losung. Wir konnen die Losungsformel auch mit den urspriinglichen
Funktionen ¢ und 1 schreiben. Dazu beobachtet man, dass fiir x —ct > 0 nur nichtnegative
Argumente in der Formel auftreten, fiir die ¢ und ¢ sowie 1& und ) iibereinstimmen. Fiir
x > ct gilt also die iibliche Formel

x+ct
u(t,z) = = [p(x + ct) + p(x — ct)] + / P(s)ds.

2¢ —ct

N

Dies kann man anschaulich so begriinden, dass zur Zeit t im Punkt z > ¢t noch keine
Welle angekommen ist, die am Rand reflektiert wurde. Fiir < ¢t miissen wir ¢ bzw. ¢
fiir negative Argumente in der Formel ersetzen. Wir erhalten so

ct+x

[p(z + ct) — p(ct —z)] + 210/ Y(s)ds.

ct—x

u(t,x) =

N

Dieser Ansatz ldsst sich auf beidseitig beschrinkte Intervalle erweitern, wird dann aber
deutlich komplizerter, siche Abschnitt 3.2 im Buch von Strauss.

6.5 Literaturhinweise

Dieses Kapitel wurde zusammengestellt auf Basis des Buchs
Walter A. Strauss, Partielle Differentialgleichungen, Vieweg, 1995
sowie der Internetseite

www.icp.uni-stuttgart.de/ hilfer /lehre/100-online /skriptum/html_book00/node74.html


https://www.icp.uni-stuttgart.de/~hilfer/lehre/100-online/skriptum/html_book00/node74.html
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Kapitel 7

Die Navier-Stokes-(zleichungen

7.1 Grundlegendes

Die Navier-Stokes-Gleichungen sind die grundlegende Gleichungen der Stromungsdynamik,
welche die Bewegung von Fliissigkeiten und Gasen (zusamenfassend: Fluiden) beschreibt.
Die drei Groflen, die wir zur Beschreibung dieser Bewegung bendtigen, sind

p(t,z) € R Massendichte

u(t,r) € R?  Fluidgeschwidigkeit

p(t,z) € R Druck.
Jede dieser GriBen ist von der Zeit ¢t € R und der Position « € R? abhiingig. Hierbei ist
die Raumdimension d = 2 oder 3.

Wir iiberlegen uns nun zuerst, wie sich die Beschleunigung eines Teilchens mit Position
z(t) € R, das in der Strémung mit der Geschwindigkeit des Fluids mitschwimmt, formal
beschreiben ldsst. Fiir die Geschwindgkeit des Teilchens gilt

() = u(t, (1)),
weswegen seine Beschleunigung gegeben ist durch
d
() = Zult,2(0)) = wlt,2(0)) + up (b, 2())i(t) = w(t,2(0)) + e (b, 2(0)ult, (1),
also kurz
T = U + ugu.

Definieren wir fiir eine Funktion f : R x R? — R? die substantielle Ableitung als

D F = ot e,
so gilt also
D
=
Die substantielle Ableitung D%u beschreibt also die zeitliche Anderung der Geschwindig-
keit u aus Sicht eines mitschwimmenden Partikels. Dies gilt analog fiir beliebige andere
Funktionen von ¢ und z. So beschreibt z.B. %p die Anderung des Drucks entlang eines
mitschwimmenden Partikels.

i
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7.2 Herleitung der Euler-Gleichungen

Die Euler-Gleichungen beschreiben die Dynamik idealer und isentropischer Fluide — was
das ist, werden wir im Verlauf dieses Abschnitts erkliren. Sie stellen also einen verein-
fachten Spezialfall der Navier-Stokes-Gleichungen dar. Die Modellierung, wie wir sie hier
beschreiben, stiitzt sich auf die Betrachtung von Erhaltungsgrofien (engl. conserved quan-
tities), also physikalischen Groflen, die iiber die Zeit konstant bleiben bzw. die wir als
Modellierungsannahme als konstant annehmen.

Als erste Erhaltungsgréfie betrachten wir die Masse. Wir nehmen an, dass die Masse im
Inneren jedes Teilvolumens Q C R?, gegeben durch

/ﬁp(t, x)dz

sich nur durch Ein- und AusflieBen von Masse durch den Rand 8Q #ndern kann. Die
Durchflussrate der Masse durch den Rand ist gegeben durch

/A p(t, s)nT (s)u(t, s)ds,
o0N

wobei n(s) fiir jeden Punkt s € 9 cinen duferen Normalenvektor bezeichnet; n? (s)u(t, s)
gibt also die Durchflussgeschwindigkeit des Randes im Punkt s an. Eine positive Geschwin-
digkeit bedeutet dabei einen Fluss nach auflen, also einen Verlust von Masse. Die Erhaltung
der Masse ldsst sich dann durch die Gleichung

d

@i Jn p(t, zr)dx + /A p(t, s)nT (s)u(t,s)ds = 0

o0

beschreiben. Wenden wir nun den Satz von Gauf} (5.7) auf das zweite Integral an, so
erhalten wir

/A p(t, s)n (s)u(t,s)ds = /A div (p(t, z)u(t, x))dx
[2/9] Q

(dies ist sehr &hnlich zum Advektionsterm in (5.3); dort ist auch die Divergenz div f defi-
niert). Im ersten Integral kénnen wir (geeignete Regularitiit des Integranden vorausgesetzt)
Ableitung und Integral vertauschen. Fassen wir die beiden Integrale dann zusammen, ergibt
sich die Gleichung

/ﬁpxt, 2) + div (p(t, 2)u(t, 2))dz — 0.

Diese muss auf jedem Gebiet QcR? gelten, was nur moglich ist, wenn der Integrand fiir
alle z gleich Null ist (bzw. aulerhalb einer Nullmenge). Es folgt also die Gleichung

pe(t, z) + div (p(t, z)u(t,x)) = 0. (7.1)

Diese sogenannte Kontinuitétsgleichung ist tatséchlich nichts anderes als eine Advektions-
gleichung (also (5.3) ohne Diffusion und Reaktion) mit Vektorfeld f = u.

Als zweite Erhaltungsgrofie betrachten wir nun den Impuls (engl. momentum). Impulser-
haltung bedeutet fiir unser System, dass das zweite Newton’sche Gesetz — Kraft ist gleich
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Masse mal Beschleunigung — fiir alle Teilchen im Fluid gilt. Um dies in Formeln zu fassen,
miissen wir zunichst die wirkenden Krifte betrachten. Dabei unterscheidet man zwischen
inneren und aufleren Kriften.

Die inneren Krdifte wirken auf das Fluid in jedem Teilvolumen Q c R? iiber den Rand des
Volumens 9. Die oben erwihnte Annahme, dass wir in diesem Abschnitt nur ideale Fluide
betrachten bedeutet nun, dass diese Krifte immer senkrecht auf dem Rand 00 stehen. In
diesem Fall ist die interne Kraft in jedem Punkt gerade gleich dem Druck mal der negativen
Normalen, also —pn (negativ weil die Normale wegzeigt von SA), der Druck aber in Richtung
von Q wirkt). Insgesamt ergibt das die Kraft

Fipp = — /8 _p(t,s)n(s)ds = - /ﬁ Vp(t, z)dz

wobei wir fiir die zweite Gleichung wieder den Satz von Gaufl angewendet haben, in dem
sich die Divergenz zum Gradienten vereinfacht wegen p(t, s) € R (genauer wendet man den
Satz von GauB (5.7) fiir i = 1,2,3 an auf ﬁ?n mit p; = pe; und dem i-ten Einheitsvektor
6,‘).

Die dufleren (oder externen) Krifte wirken gleichermafien auf alle Teilchen in Q. Dies
sind z.B. die Gravitation, elektrische oder magnetische Krifte. Bezeichnen wir die durch
die externen Krifte in jedem Punkt z € € induzierte Beschleunigung durch b(t,z) €
R, so wirkt gemif dem (hier in Integralform verwendeten) zweiten Newton’schen Gesetz
insgesamt die Kraft

Fezt:/Ap(t,x)b(t,w)dac.
Q

Innere und duflere Krafte zusammen bilden also die Gesamtkraft
F = Fipt + Feat = /A —Vp(t,x) + p(t,x)b(t, x)dx.
Q

Die Impulserhaltung sagt nun, dass fiir diese Kraft wiederum das zweite Newton’sche Ge-
setz in Integralform gilt, was

D
F:/ﬁp(t,x)mu(t,:c)dx

ergibt. Wie bei der Herleitung von (7.1) kénnen diese beiden Integrale nur dann gleich sein,
wenn ihre Integranden (fast) iiberall iibereinstimmen. Daraus folgt die Impulsgleichung

p(t, x)%u(t, x) = —=Vp(t,z) + p(t, z)b(t, x). (7.2)

Offenbar spielt die Dichte in beiden bisher hergeleiteten Gleichungen eine wichtige Rolle.
Aus der Thermodynamik weifl man, dass die Dichte von Druck und Temperatur abhéngt,
dass sich also ein Zusammenhang

p=ppT)
herstellen lésst. Die zweite Annahme an das Fluid in diesem Abschnitt — die Isentropie —

bedeutet nun, dass die Dichte nicht von der Temperatur abhéngt, dass also p = p(p) gilt.
Falls das Fluid zusétzlich inkompressibel ist (was fiir viele Fliissigkeiten nidherungsweise
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gilt), ist die Dichte unabhingig vom Druck, d.h. p(p) ist konstant in p, also dp/dp = 0. Die
Dichte des flieBenden Fluids ist damit in der Fliefirichtung konstant und es folgt Dp/Dt = 0.
Also folgt
1 /D 1
divu = p (Di) + pdivu> = E(pt +V(p-u))=0.

Wir kénnen (7.1) also durch divu = 0 ersetzen. Zusammen mit (7.2) ergeben sich die
Gleichungen

pug + pugu = —Vp+ pb

divu = 0, (7.3)

die sogenannten inkompressiblen Euler-Gleichungen, die von Leonhard Euler zuerst aufge-
stellt wurden. Beachte, dass der Druck durch diese Gleichungen nur bis auf eine additive
Konstante ¢ eindeutig bestimmt ist (jede Funktion p + ¢ erfiillt wegen V(p + ¢) = Ve
ebenfalls die Gleichungen). Deswegen wird der Druck mit Hilfe der Gleichung

/Qp(x)dx =0

normiert.

Das Fluid heifit kompressibel, wenn die Dichte mit dem Druck so schnell wéchst, dass
Jdp/0p > 0 gilt. Dies gilt fiir Gase. In diesem Fall ist p — p(p) umkehrbar, wir kénnen also
die Umkehrfunktion p = p(p) sowie die Kettenregel Vp = p,Vp verwenden. Damit erhalten
wir aus (7.2) und (7.1) die Gleichungen

put + puzu = —p,Vp+ pb

pu+div(pw) = 0, (7-4)

die sogenannten kompressiblen barotopen Euler-Gleichungen.

Ist das Gebiet Q beschrinkt, muss man noch geeignete Randbedindungen vorgeben. An
den Réndern, an denen kein Fluid ein- oder ausflieit, verwendet man die Randbedingung
nTu = 0 (Geschwindigkeit in Richtung des Rands ist gleich Null). An den Rindern, an
denen Fluid ausflieit, wird keine Randbedingung benétigt, an den Réndern, an denen Fluid
einfliet, muss die Dichte und die Einstromgeschwindigkeit vorgegeben werden.

7.3 Herleitung der Navier-Stokes-Gleichungen

Die Navier-Stokes-Gleichungen verzichten auf die wohl restriktivste Modellierungsannahme
der Euler-Gleichungen, niamlich die Annahme des idealen Fluids. In der Realitéit kénnen
Teilchen ndmlich auch Krifte aufeinander ausiiben, wenn sie tangential aneinander vorbei
stromen. In diesem Fall wirken neben —pn noch weitere Krifte auf jedes Volumengebiet Q.

Wir ersetzen die Annahme Fj,; = —pn durch den folgenden allgemeineren Ansatz
Finy = (—pld + o)n,

wobei Id wie {iblich die Einheitsmatrix (im R?) bezeichnet und o eine Matrix — der
sogenannte Spannungstensor (engl. stress tensor) — mit den folgenden Eigenschaften ist.
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e o hidngt nur von den Geschwindigkeitsunterschieden benachbarter Teilchen ab, also
von u; = du/ox.

e o(u,) ist invariant unter Rotation, d.h. fiir jede Rotationsmatrix @ gilt
7(Quz Q") = Qo(uz)Q .

T:

e o ist symmetrisch, also o 0.

Man kann nachrechnen, dass es fiir gegebenes u nur eine solche von wu, abhéingige Matrix
gibt, ndmlich
o = Adivu)ld + 2ue,

mit Lamé-Viskosititskoeffizienten A und p und dem sogenannten Verzerrungstensor (engl.
strain tensor)
1
€= 5(“:0 +up).

Verwenden wir diese allgemeinere Definition in der Herleitung von (7.2), so erhalten wir
D .
p(t,2) prult,2) = =Vp(t2) + (\+ )V (diva(t, 2)) + pdult, 2) + p(t,2)b(t, 7). (7.5)

Beachte, dass hier — im Gegensatz zu (7.2) — tiber den Term V (div u(t, x)) zweite Ablei-
tungen von u auftreten. Wir brauchen daher fiir die zusétzlichen Ableitungen auch zusétz-
liche Randbedingungen. An den festen Wanden 0Qy verwendet man iiblicherweise die
no-slip-condition u|pq,, = 0, die besagt, dass sich das Fluid am Rand wegen der Reibung
nicht bewegt.

Die vollstandigen Navier-Stokes-Gleichungen fiir kompressible Fluide lauten damit

pur + pugu = —p,Vp+ (A4 )V (divu) + pAu + pb
pr+div(pu) = 0 (7.6)
uloo, = O.

Fiir inkompressible, homogene Fluide und ohne duflere Kréfte gilt dive =0, p = pg > 0
und b = 0. Damit vereinfachen sich die Gleichungen zu

u +uzu = —Vp+ vAu
divu = 0 (7.7)
u’agw = 0

mit skaliertem Druck p = p/pp und skalierter Viskositit v = u/po.

7.4 Dimensionslose Variante

Fithrt man fiir Geschwindigkeit, Position und Zeit die Transformationen

A~

U—u=
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mit 7" = L/U durch, so dndern sich die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen zu der
dimensionslosen Variante

1 -
U+t +Vp = %A@
diva = 0 (7.8)
ﬁ‘aQW = 0
mit der Reynolds-Zahl

LU

Re=—.
v

Fiir Reynolds-Zahlen grofler als ca. 1000 bis 5000 (der genaue Wert hingt von den Rand-
bedingungen ab) gibt es unter den Losungen turbulente Stromungen, d.h. es bilden sich
Wirbel und ein sehr kompliziertes mikroskopisches Strémungsverhalten aus.

7.5 Literaturhinweise

Dieses Kapitel wurde zusammengestellt auf Basis von Abschnitt 2.2 des Buchs
Peter Deuflhard und Martin Weiser, Numerische Mathematik 3, De Gruyter, 2011
Die Darstellung in diesem Buch wiederum basiert auf
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